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О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ НЕЛОКАЛЬНОЙ
ЗАДАЧИ С НЕЛИНЕЙНЫМ ИНТЕГРАЛЬНЫМ
УСЛОВИЕМ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО

ПОРЯДКА
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В работе рассматриваются начально-краевые задачи с нелокальными гра-
ничными условиями, содержащими интегральный оператор, для уравнений
высокого порядка. Доказана единственность решения задачи.

Ключевые слова: нелокальная задача, интегральное условие, уравнение 4-го
порядка, обобщенное решение.

Введение
Нелокальные задачи с интегральными условиями для дифференциальных урав-

нений с частными производными в настоящее время весьма активно изучаются,
однако в основном рассматриваются уравнения второго порядка. Отметим некото-
рые из недавних работ по исследованию нелокальных задач для гиперболических
и параболических уравнений [1–3] и список литературы в них. Исследования нело-
кальных задач с интегральными условиями показали, что стандартные методы
для их изучения часто оказываются неприемлемыми без соответствующих моди-
фикаций.
Многочисленные работы по исследованию уравнений высокого порядка в своем

большинстве связаны с изучением классических начальных и начально-краевых
задач. В книге [4] приведен обширный перечень работ, посвященных этим вопро-
сам. Добавим к нему несколько более поздних работ [5; 6].
В настоящей работе доказана однозначная обобщенная разрешимость задачи

с нелокальным условием, содержащим как интегральный оператор от искомого
решения, так и значение производной от него на границе.

1. Постановка задачи
Рассмотрим уравнение

Lu ≡ −D4
tu−

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x, t)uxj

)
+ c(x, t)u = f(x, t) (1.1)
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в цилиндре Q = {(x, τ) : x ∈ Ω ⊂ R
n, 0 < τ < T }, где Ω — ограниченная область в

R
n с гладкой границей, и поставим для него нелокальную задачу.

Задача. Найти в области Q решение уравнения (1.1), удовлетворяющее усло-
виям:

u(x, 0) = ϕ(x), (1.2)

utt(x, T ) = ψ(x), uttt(x, 0) = η(x), (1.3)

ut(x, 0) = ν(x) (1.4)

и нелокальным условиям

n∑
i,j=1

aij(x, t)
∂u

∂xj
cos(n, xi) |ST =

t∫
0

∫
Ω

K1

(
x, y, τ, u(y, τ)

)
dy dτ +

+
∫
Ω

K2

(
x, y, t, u(y, t)

)
dy, x ∈ ∂Ω, (1.5)

где ϕ(x), ψ(x), η(x),K1(x, y, τ, u(y, τ)),K2

(
x, y, t, u(y, t)

)
заданы, а ST = {(x, t) : x ∈

∈ ∂Ω, 0 < t < T } — боковая поверхность цилиндра QT . Здесь

aij = aji, νξ
2 �

n∑
i,j=1

aij(x, t)ξiξj � μξ2, ν > 0.

Функции Ki(x, y, t, u) предполагаются заданными в Ω × Ω × [0, T ]× R.

Введем понятие обобщенного решения поставленной задачи. Для этого умно-
жим (1.1) на v ∈ W 1,2

2 (QT ) такую, что v(x, T ) = 0, vt(x, 0) = 0, и, предполагая,
что u(x, t) является решением задачи (1.1)–(1.5), проинтегрируем уравнение (1.1)
по цилиндру QT :

T∫
0

∫
Ω

Lu · v dx dt =

T∫
0

∫
Ω

fv dx dt.

Интегрируя слева по частям, получаем

T∫
0

∫
Ω

(−uttvtt +
n∑

i,j=1

aij(x, t)uxjvxi+

+c(x, t)uv) dx dt −
∫
Ω

utttv

∣∣∣∣∣∣
T

0

dx+
∫
Ω

uttvt

∣∣∣∣∣∣
T

0

dx−

−
T∫

0

∫
∂Ω

v

n∑
i,j=1

aij(x, t)
∂u

∂xj
cos(n, xi) ds dt =

T∫
0

∫
Ω

fv dx dt.
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Заметим, что utt|t=T = ψ, uttt|t=0 = η, и в силу условия (1.5) получим тожде-
ство, с помощью которого введем понятие обобщенного решения:

T∫
0

∫
Ω

(−uttvtt +
n∑

i,j=1

aij(x, t)uxjvxi+

+c(x, t)uv) dx dt−
T∫

0

∫
∂Ω

v(x, t)

t∫
0

∫
Ω

K1(x, y, τ, u(y, τ)) dy dτ ds dt−

−
T∫

0

∫
∂Ω

v(x, t)
∫
Ω

K2(x, y, t, u(y, t)) dy ds dt =

=

T∫
0

∫
Ω

f(x, t) v(x, t) dx dt −
∫
Ω

ψ(x) vt(x, T ) dx−
∫
Ω

η(x) v(x, 0) dx. (1.6)

Определение. Назовем обобщенным решением из W 1,2
2 (QT )

⋂
C1[0, T ] задачи

(1.1)–(1.5) функцию u(x, t) ∈ W 1,2
2 (QT ) такую, что u ∈ C1[0, T ] для почти всех

x ∈ Ω, удовлетворяющую условиям (1.2),(1.4) и равенству (1.6) для любой функ-
ции v ∈W 1,2

2 (QT ) такой, что v(x, T ) = 0, vt(x, 0) = 0.

Теперь наложим условия на коэффициенты уравнения (1.1) и на ядро и сфор-
мулируем теорему.

Теорема.
Пусть выполняются условия.

aij ∈ C(QT ),
∂aij

∂t
∈ C(QT ),

∂ai

∂xi
∈ C(QT ), c(x, t) ∈ C(QT ),

max
QT

(
|∂aij

∂t
|, |∂ai

∂xi
|, |c|

)
� μ1,

|K1(x, y, τ, u1) −K1(x, y, τ, u2) | � R1(y, τ) |u1 − u2|,

T∫
0

∫
Ω

R2
1(y, t) dy dt = R11 <∞,

|K2(x, y, t, u1) −K2(x, y, t, u2) | � R2(y, t) |u1 − u2|,

sup
t∈[0,T ]

∫
Ω

R2
2(y, t) dy = R21 <∞,

R11|∂Ω| +R21 � 4√
7
1/T 3,

n∑
i,j=1

(
∂aij(x, t)

∂t
+ λ0 aij(x, t) cthλ0 t

)
ξiξj � δ ξ2,
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где λ0 = 2√
7
1/T , для некоторого δ > 0;

λ0 c(x, t) chλ0 t+ ct(x, t) shλ0 t � −M,

где M — некоторое достаточное большое число.
Тогда задача (1.1)–(1.5) не может иметь более одного решения.

2. Доказательство единственности решения задачи

Пусть задача (1.1)–(1.5) имеет два обобщенных решения u1 и u2 из W 1,2
2 (QT ).

Тогда их разность u = u1 − u2 ∈W 1,2
2 (QT ) удовлетворяет равенству

T∫
0

∫
Ω

(−uttvtt +
n∑

i,j=1

aij(x, t)uxjvxi + c(x, t)uv) dx dt−

−
T∫

0

∫
∂Ω

v(x, t)

t∫
0

∫
Ω

{
K1(x, y, τ, u1(y, τ)) −K1(x, y, τ, u2(y, τ))

}
dy dτ ds dt−

−
T∫

0

∫
∂Ω

v(x, t)
∫
Ω

{
K2(x, y, t, u1(y, t)) −K2(x, y, t, u2(y, t))

}
dy ds dt = 0 (2.1)

и удовлетворяет условиям (1.2) и (1.4) с нулями в правых частях. Возьмем в этом
равенстве

v(x, t) =

t∫
T

u(x, τ)
shλ τ

dτ. (2.2)

Подставим v из (2.2) в (2.1) и выразим u, ut и uxi через v и их производные.
Так, u = vt shλ t. Заметим, что условия v ∈ W 1,2

2 (QT ), v(x, T ) = 0, vt(x, 0) = 0
выполняются в силу того, что u(x, 0) = 0,ut(x, 0) = 0. Интегрируя по частям и
учитывая краевые условия, после преобразований, опираясь на условия vtt|t=0 =
= ut|t=0 = 0, vxi |t=T = 0 и условия теоремы, получаем

3
2
λ

T∫
0

∫
Ω

(D2
t v)

2 chλ t dx dt+
shλT

2

∫
Ω

(D2
t v)

2|t=T dx− sh 0
2

∫
Ω

(D2
t v)

2|t=0 dx+

+
λ2

2
shλT

2

∫
Ω

v2
t |t=T dx − λ2 sh 0

2

∫
Ω

v2
t |t=0 dx−

−λ
3

2

T∫
0

∫
Ω

(Dt v)2 chλ t dx dt+

+
1
2

∫
QT

n∑
i,j=1

(
∂aij(x, t)

∂t
shλ t+ λaij(x, t) chλ t

)
vxj (x, t) vxi(x, t) dx dt−
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−1
2

∫
Ω

[ n∑
i,j=1

aij(x, t) vxj (x, t) vxi(x, t) shλ t |t=T
t=0

]
dx−

−1
2

∫
QT

(λ c(x, t) chλ t+ ct(x, t) shλ t) v2(x, t) dx dt =

=

T∫
0

∫
∂Ω

v(x, t)

t∫
0

∫
Ω

{
K1(x, y, τ, u1(y, τ)) −K1(x, y, τ, u2(y, τ))

}
dy dτ ds dt+

+

T∫
0

∫
∂Ω

v(x, t)
∫
Ω

{
K2(x, y, t, u1(y, t)) −K2(x, y, t, u2(y, t))

}
dy ds dt. (2.3)

Заметим, что
∫

QT

c(x, t) vt(x, t) v(x, t) shλ t dx dt =

=
shλT

2

∫
Ω

c(x, T ) v2(x, T ) dx− sh 0
2

∫
Ω

c(x, 0) v2(x, 0) dx−

−1
2

∫
QT

(λ c(x, t) chλ t+ ct(x, t) shλ t) v2(x, t) dx dt =

= −1
2

∫
QT

(λ c(x, t) chλ t+ ct(x, t) shλ t) v2(x, t) dx dt.

Для оценки других слагаемых в правой части (2.3) мы будем использовать
неравенство

∫
∂Ω

v2 ds �
∫
Ω

(
εv2

x + cεv
2
)
dx, (2.4)

справедливое для любой функции v ∈ W 1
2 (Ω) и области Ω с гладкой границей

[11, с. 77].
Оно полезно для дальнейших оценок, в нашем случае (и в наших обозначе-

ниях) перепишем его в виде

∫
∂Ω

u2 ds � δi

∫
Ω

|∇u(x, t)|2 dx+ c(δi)
∫
Ω

u2(x, t) dx. (2.5)

Здесь δi — некоторые достаточно малые числа, которые будут выбраны ниже,
для номеров i = 1, 2.
Оно справедливо для любого t ∈ [0, T ]. Заметим, что c(δi) имеет вид c(δi) =

= c/δi для некоторого c, не зависящего от δi и от u.
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Преобразуем слагаемые с разностями ядер в правой части (2.3). Имеем:

T∫
0

∫
∂Ω

v(x, t)

t∫
0

∫
Ω

{
K1(x, y, τ, u1(y, τ)) −K1(x, y, τ, u2(y, τ))

}
dy dτ ds dt �

�
T∫

0

∫
∂Ω

v(x, t)

t∫
0

∫
Ω

{
R1(y, τ) |u1 − u2|

}
dy dτ ds dt =

=

T∫
0

∫
∂Ω

v(x, t)

t∫
0

∫
Ω

{
R1(y, τ) |vτ (x, τ) shλ τ |

}
dy dτ ds dt �

� 1
2

T∫
0

∫
∂Ω

v2(x, t) ds shλ t dt+
1
2

T∫
0

∫
∂Ω

t∫
0

⎛
⎝ ∫

Ω

R2
1(y, τ) dy

⎞
⎠ dτ ·

∫
Ω

v2
t (y, t) dy ds shλ t dt �

� δ1
2

T∫
0

∫
Ω

|∇v|2 shλ t dx dt +
c(δ1)

2

T∫
0

∫
Ω

v2 shλ t dx dt +
R11|∂Ω|

2

T∫
0

∫
Ω

v2
t shλ t dx dt;

T∫
0

∫
∂Ω

v(x, t)
∫
Ω

{
K2(x, y, t, u1(y, t)) −K2(x, y, t, u2(y, t))

}
dy ds dt �

�
T∫

0

∫
∂Ω

v(x, t)
∫
Ω

{
R2(y, τ) |u1 − u2|

}
dy ds dt =

=

T∫
0

∫
∂Ω

v(x, t)
∫
Ω

{
R2(y, τ) |vt shλ t|

}
dy ds dt �

� 1
2

T∫
0

∫
∂Ω

v2(x, t) ds shλ t dt+
1
2

T∫
0

∫
∂Ω

⎛
⎝∫

Ω

R2
2(y, τ) dy

⎞
⎠ ·

∫
Ω

v2
t (y, t) dy ds shλ t dt �

� δ2
2

T∫
0

∫
Ω

|∇v|2 shλ t dx dt+
c(δ2)

2

T∫
0

∫
Ω

v2 shλ t dx dt+
R22

2

T∫
0

∫
Ω

v2
t shλ t dx dt.

Положим
δ1 = δ2 = δ,

тогда в правой части этого неравенства будет фигурировать c (δ) .
После преобразований получим

3
2
λ

T∫
0

∫
Ω

(D2
t v)

2 chλ t dx dt+
shλT

2

∫
Ω

u2
t (x, T ) dx+
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+
λ2

2
shλT

2

∫
Ω

u2(x, T ) dx−

−λ
3

2

T∫
0

∫
Ω

(Dt v)2 chλ t dx dt+

+
1
2

∫
QT

n∑
i,j=1

(
∂aij(x, t)

∂t
shλ t+ λaij(x, t) chλ t

)
vxj (x, t) vxi(x, t) dx dt−

−1
2

∫
QT

(λ c(x, t) chλ t+ ct(x, t) shλ t) v2(x, t) dx dt−

−
(
c(δ1) + c(δ2)

2

) ∫
QT

v2(x, t) sh λ t dx dt−

−δ1 + δ2
2

T∫
0

∫
Ω

|∇v|2 shλ t dx dt− R11|∂Ω| +R21

2

T∫
0

∫
Ω

v2
t shλ t dx dt � 0.

Заметим также, что справедливо представление

Dtve
−λt

2 =

t∫
0

(Dtve
−λt

2 )t dt =

t∫
0

D2
t ve

−λt
2 dt− λ

2

t∫
0

Dtve
−λt

2 dt,

из которого можно получить неравенство

T∫
0

∫
Ω

(Dtv)2e−λt dx dt �

� T 2

T∫
0

∫
Ω

(D2
t v)

2e−λt dx dt+
λ2 T 2

4

T∫
0

∫
Ω

(Dtv)2e−λt dx dt. (2.6)

Если λ2 T 2 < 4, то из неравенства (2.6) следует, что

T∫
0

∫
Ω

(Dtv)2e−λt dx dt � 4T 2

4 − λ2 T 2

T∫
0

∫
Ω

(D2
t v)

2e−λt dx dt.

Теперь получаем после замены λ на −λ и сложения полученного и исходного
неравенств

T∫
0

∫
Ω

(Dtv)2 chλ t dx dt � 4T 2

4 − λ2 T 2

T∫
0

∫
Ω

(D2
t v)

2 chλ t dx dt.

Введем обозначение d = R11|∂Ω| +R21.
Теперь выясним, можно ли подобрать число λ так, чтобы выполнялось нера-

венство
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(
3
2
λ− 2 (λ3 + d)T 2

4 − λ2 T 2

) T∫
0

∫
Ω

v2
tt chλ t dx dt+

+
shλT

2

∫
Ω

u2
t (x, T ) dx+

λ2

2
shλT

2

∫
Ω

u2(x, T ) dx+

+
1
2

∫
QT

n∑
i,j=1

((
∂aij(x, t)

∂t

)
shλ t+ λaij(x, t) chλ t

)
vxj (x, t) vxi(x, t) dx dt−

−1
2

∫
QT

(λ c(x, t) chλ t+ ct(x, t) shλ t) v2(x, t) dx dt−

−δ
T∫

0

∫
Ω

|∇v|2 shλ t dx dt− c(δ)
∫

QT

v2(x, t) shλ t dx dt � 0.

При оценке слагаемых в левой части используем неравенство chλ t � shλ t.
Потребуем выполнения следующих условий

3
2
λ− 2 (λ3 + d)T 2

4 − λ2 T 2
� 0,

n∑
i,j=1

((
∂aij(x, t)

∂t

)
shλ t+ λaij(x, t) chλ t

)
vxj (x, t) vxi(x, t) � δ |∇v|2 shλ t

(заметим, что это осуществляется в силу условий теоремы при указанном в тео-
реме λ = λ0), а также должно выполняться

λ c(x, t) chλ t+ ct(x, t) shλ t+ c(δ) � 0.

Теперь в силу условий теоремы можно подобрать коэффициенты так, чтобы
слева все коэффициенты были неотрицательны.
Должно выполняться

3λ(4 − λ2 T 2) − 4 (λ3 + d)T 2 � 0,

а тогда 4 d T 2 � 12λ− 7λ3 T 2.
Заметим, что тогда λ2 T 2 ∈ [0, 12/7] и, перейдя в выражении 12λ − 7λ3 T 2

к супремуму по всем λ из данного промежутка, получим, что наибольшему d
соответствует λ2 T 2 = 4/7, то есть λ = 2√

7
1/T .

Тогда d T 2 = 2λ = 2
√

4
71/T = 4√

7
1/T , и далее получаем d = 4√

7
1/T 3.

Далее, в силу условий теоремы, в частности,
T∫
0

∫
Ω

v2 dx dt � 0, стало быть,

v(x, t) ≡ 0, а тогда и u(x, t) ≡ 0, что и доказывает утверждение теоремы.
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Initial boundary-value problems with non-local boundary conditions which
contain integral operator for the equations of higher order are studied. The
uniqueness of generalized solution is proved.
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