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ДЕФОРМАЦИЯ НЕМАТИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ
ПРИ БИНАРНОМ ВОЗДЕЙСТВИИ

НА ЖИДКИЙ КРИСТАЛЛ СДВИГА И СЖАТИЯ1

c© 2009 Е.Н.Кожевников, Я.В.Кучеренко2

Теоретически в широком диапазоне частот описано искажение
нематической структуры жидкого кристала при бинарном воздей-
ствии периодического сдвига и сжатия. В расчете эффекта при фор-
мулировке граничных условий учитываются подвижность по норма-
ли верхней граничной пластины и конечное значение ориентирую-
щей энергии на границах слоя. Доказана нелинейная зависимость де-
формации нематической структуры от амплитуды сдвигового воздей-
ствия. Анализируется возможность регистрации деформации структу-
ры оптическим путем.

Ключевые слова: нематический жидкий кристалл, периодический
сдвиг, осцилляции директора, деформация структуры, потоки, прозрач-
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Введение

Воздействие периодического сдвига на слой нематического жидкого кри-
сталла (НЖК) с исходной ориентацией молекул, ортогональной сдвигу, при-
водит к деформации его структуры, при которой меняется направление
выстраивания длинных осей молекул — директора [1-3]. При малых ам-
плитудах сдвига ось кристалла периодически отклоняется от равновесного
направления на угол, пропорциональный градиенту сдвига и однородный в
пределах плоскости сдвига (линейная деформация). Увеличение амплитуды
сдвига приводит к нарушению ориентационной однородности кристалла и
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возникновению пространственно-модулированных структур с периодом по-
рядка толщины НЖК-слоя, изменение симметрии кристалла носит порого-
вый характер и сопровождается появлением вихревых гидродинамических
потоков [4-8]. Угол отклонения молекул нематика от исходной ориентации
в модулированной структуре содержит постоянную составляющую, величи-
на которой зависит от расстояния до порога эффекта и, следовательно,
нелинейна по амплитуде сдвига.

Дополнительно помимо сдвига периодическое воздействие на нематиче-
ский кристалл с частотой, равной частоте сдвига, также может приводить
к нелинейной деформации нематической структуры, при которой стацио-
нарный угол поворота директора значительно превышает амплитуду его
осцилляций. Нелинейный эффект в этом случае является непороговым, и
пространственно-модулированные искажения не возникают. В данной ра-
боте рассматриваются искажения гомеотропной структуры нематического
монокристалла при его деформации, создаваемой одновременным воздей-
ствием на кристалл периодических сдвига и сжатия. Такое воздействие,
в частности, достигается, если одна из граничных пластин, ограничиваю-
щих НЖК-слой, совершает эллиптическое движение, смещаясь гармониче-
ски в своей плоскости и, с некоторым запаздыванием по фазе, в направле-
нии нормали. Показано, что одновременное воздействие на кристалл сдвига
и сжатия приводит к появлению среднего по времени отклонения дирек-
тора от нормали, в результате чего он осциллирует вблизи нового квази-
равновесного положения — стационарный эффект в основном обусловлен
действием нелинейных моментов и несколько уменьшается за счет потоков
жидкости.

О степени деформации ориентационной структуры кристалла при воз-
действии периодических сдвига и сжатия будем судить по изменению
оптических свойств жидкокристаллической ячейки, в которой гомеотроп-
ный слой нематического кристалла помещен между скрещенными поля-
роидами. В отсутствие внешнего воздействия на кристалл ячейка непро-
зрачна по отношению к потоку света, падающему на нее по нормали.
При отклонении оси кристалла от первоначальной ориентации в плоско-
сти, не совпадающей с осями поляроидов, ячейка просветляется. В линей-
ной области эффекта, в которой поворот директора определяется в ос-
новном периодическим сдвигом граничной пластины, прозрачность ячей-
ки, нарастая с увеличением амплитуды сдвига U0, достигает первого мак-
симума при некотором значении U0,max. Изменение характера внешнего
воздействия на НЖК-слой меняет оптическую картину его деформации.
При переходе в нелинейную область эффекта, когда начинает сказываться
сжатие слоя, возникает стационарная деформация нематической структу-
ры, и просветление ячейки наблюдается при амплитудах сдвига, меньших
тех, которые необходимы при идеальном сдвиге. Меняются также времен-
ной характер прозрачности и спектральные составляющие интенсивности
оптического потока, прошедшего через ячейку.
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Просветление жидкокристаллической ячейки, возникающее при воздей-
ствии эллиптического сдвига на нематическую структуры, описано в рабо-
тах [9,10] для низких частот, на которых длина вязкой волны больше тол-
щины жидкокристаллического слоя. В данной работе деформация струк-
туры нематического кристалла при бинарном воздействии периодических
сдвига и сжатия анализируется в широком диапазоне частот, включая уль-
тразвуковые, на которых длина вязкой волны много меньше толщины слоя.
Описание искажения нематической структуры проводится в рамках класси-
ческой гидродинамики жидких кристаллов [11,12] с учетом квадратичных
слагаемых в уравнении вращения директора и уравнении движения; учиты-
ваются все факторы, которые могут определить деформацию структуры:
объемные моменты и напряжения, граничные напряжения, обусловленные
дополнительным смещением подвижной пластины по нормали, условия ори-
ентации молекул на границах слоя. Конечными результатами расчета яв-
ляются выражения для углов поворота оптической оси кристалла в НЖК-
слое и прозрачности жидкокристаллической ячейки.

1. Теоретический анализ

Рассмотрим двухмерную картину деформации гомеотропно ориентиро-
ванного НЖК-слоя толщины h и длины L (L À h) при эллиптическом
движении одной из граничных пластин, считая, что течение жидкости и
поворот молекул происходят в плоскости сдвига XZ, где ось X указывает
направление сдвига, а ось Z направлена перпендикулярно границам слоя
(возможность пренебрежения азимутальными возмущениями в ориентации
молекул при бинарном воздействии обсуждается в работе [10]). Выбирая
начало координат Z = 0 на нижней неподвижной границе слоя, зададим
воздействие на структуру нематического кристалла движением верхней гра-
ницы в виде

VX |Z=h+Uh
= V0 cosωT, VZ |Z=h+Uh

= βV0 sinωT.

Здесь V0 и βV0 — амплитуды продольной и поперечной составляющих ско-
рости движения пластины, Uh = −βU0 cosωT — смещение верхней границы
слоя по нормали, U0 = V0/ω, T — время, ω — частота.

Ограничимся частотами, при которых длина звуковой волны много
больше длины слоя, а длина ориентационной волны меньше толщины слоя,
считая выполняющимися неравенства

K33

γ1h2
¿ ω <

c

L
,

где c — скорость звука в кристалле, K33 — упругий модуль Франка, γ1 =
= α3−α2, αk (k = 1, ..., 6)— коэффициенты вязкости Лесли. В дальнейших
расчетах малые коэффициенты вязкости α1 и α3 полагаются равными ну-
лю, при этом γ1 ≈ −γ2 ≈ −α2. Ограничение частоты снизу позволяет прене-
брегать упругими моментами Франка при описании осцилляций директора,
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ограничение частоты сверху позволяет при формулировке уравнений дви-
жения считать нематический кристалл несжимаемой жидкостью.

В расчете полагаем деформации нематического кристалла малыми, счи-
тая, что малы углы θ отклонения молекул от оси Z, и линеаризуем урав-
нения движения и поворота молекул по θ.

Вводя безразмерные координаты x = X/h, z = Z/h, время t = ωT и
безразмерные скорости vk = Vk/(ωh), представим уравнения для гидроди-
намических переменных в виде [13]

∂tθ − ε∆θ − vx,z = −θ,xvx − θ,zvz − 2θvzz ,
[
2ησ2∆∂t −

(
η∆2 + ∂2

z∂2
x

)]
vx + ε∆∂3

zθ =

= [∂z(∂2
z − ∂2

x)(vz,zθ)− 2∂x∂2
z (vxzθ)] + 2ησ2∂z[4vzv1x − vzvx,z2 ] ,

div~v = 0 , (1.1)

где

σ2 =
ρωh2

2η
, ε =

K33

γ1ωh2
=

λ

2σ2
, λ =

ρK33

γ1η
∼ 10−6 ,

ρ — плотность, η = (α4 +α6)/2γ1 — безразмерная вязкость в вязкой волне,
распространяющейся вдоль оси кристалла.

Граничные условия для скорости жидкости и угла поворота молекул на
верхней подвижной границе запишем для z = 1, раскладывая по степеням
u1z = uz|z=1 = −βu0 sin t (u0 = U0/h — безразмерная амплитуда сдвига) и
ограничиваясь первой степенью разложения

vx|z=0 = vz|z=0 = 0,

vx + vx ,z u1z |z=1 = u0 cos t ,

vz + vz ,z u1z |z=1 = βu0 sin t . (1.2)

Граничные условия для угла θ определяем с учетом конечной связи мо-
лекул НЖК с ограничивающими слой поверхностями. Полагая поверхност-
ную плотность ориентирующей энергии изотропной и равной Fs = 1/2wθ2,
получим

θ − δ θz ,z |z=0 = 0 ,

θ + (δ + u1z)θz ,z |z=1 = 0 , (1.3)

где δ = K33/wh — безразмерный параметр.
Представим далее скорости v и угол θ в виде суммы осциллирующих

с частотой внешнего воздействия (индекс ”1”) и стационарных (индекс ”2”)
слагаемых

v = v1 + v2 θ = θ1 + θ2,

и рассмотрим отдельно уравнения для v1, θ1 и v2, θ2.
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Отбрасывая малые производные по x (∂/∂x ∼ 1/L ¿ ∂/∂z ∼ σ), выде-
лим из (1.1)-(1.3) уравнения для осциллирующих переменных

∂tθ1 − ε ∂2
zθ1 − v1x,z = 0 ,

(2σ2 ∂t − ∂2
z ) v1x +

ε

η
∂3

zθ1 = 0, div~v = 0 (1.4)

с граничными условиями
z = 0 : v1x = v1x = θ1 − δ θ1,z = 0 ,

z = 1 : v1x = u0 cos t, v1z = βu0 sin t , θ1 + δ θ1,z = 0

и уравнения для стационарных переменных
∂3v2x

∂z3
=

1
η2

∂2

∂z2

[〈
v1xθ1,x + v1zθ1,z + θ1

∂v1z

∂z

〉]
+

+
2σ2η

η2

∂

∂z
〈(v1∇)v1x〉 ,

∂2θ2

∂z2
=

1
ε

[
∂2

∂z2
〈u1xv1z〉 − ∂v2x

∂z

]
(1.5)

с условиями

v2x|z=0 = 0 , v2x + 〈u1zv1x,z〉|z=1 = 0 ,

1∫

0

v2x dz = 0 ,

θ2 − δθ2,z|z=0 = 0 , θ2 + δθ2,z + 〈u1zθ1,z〉 |z=1 = 0 .

Здесь η2 = (α4+α5−α2)/2γ1 — вязкость в стационарном потоке v2x, угловые
скобки означают усреднение по периоду колебаний.

Решая уравнения для осциллирующих скоростей v1z, v1x и угла θ1, по-
лучим для них следующие выражения:

v1x ≈ u0 Re
{
e−it

[
z + ψ1 + β i x

(
6(z2 − z) + ψ2

)]}
,

v1z ≈ u0βRe
{
i e−it

(
3z2 − 2z3 + ψ3

)}
,

θ1 ≈ u0Re

{
i e−it

[
1 + ψ4−

− s(1 + i)
(1 + i + 2δq) sin s

(
e(i−1)qz + (cos s− δs sin s) e(i−1)q(1−z)

)
−

−β i x

[
6(1− 2z) + ψ5 −

− (1 + i)(1− cos s + δ sin s)
(1 + i + 2δq)(2(1− cos s)− s sin s)

(
e(i−1)qz − e(i−1)q(1−z)

) ]]}
, (1.6)

где s = (1 + i) σ и (1 + i)q = (1 + i)
√

η/[2ε(η + 1)]– комплексные волновые
числа в вязких и ориентационных волнах, распространяющихся вдоль оси
кристалла.
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Комплексные функции ψk = ψk1(z) + i ψk2(z) (k = 1...5) имеют вид

ψ1 =
sin sz

sin s
− z ,

ψ2 = s
sin s− sin sz − sin[s(1− z)]

2(1− cos s)− s sin s
− 6(z2 − z) ,

ψ3 = −
∫

ψ2dz =

=
(1− cos s)(1− cos sz) + sin s(sin sz − s z)

2(1− cos s)− s sin s
− (3z2 − 2z3) ,

ψ4 =
dψ1

dz
=

cos (sz) s

sin (s)
− 1 ,

ψ5 = −dψ2

dz
=

s2 [cos sz(1− cos s)− sin s sin sz]
2(1− cos s)− s sin s

− (6− 12z) .

Функции ψ1, ψ2, ψ3 обращаются в ноль на границах слоя . На низких
частотах, когда справедливо неравенство σ ¿ 1, функции ψk малы |ψk| ¿ 1,
и выражения для скоростей v1x, v1z и угла θ1 совпадают с полученными
ранее в работах [9,10].

Рассмотрим деформацию структуры НЖК в центральной части слоя
для координат x, удовлетворяющих неравенству 6βx < 1. Скорость потоков
v2x в этом случае определяется выражением

v2x =
βu2

0

2
{
F (z) + A

(
3z2 − 2z

)}
, (1.7)

где

A = − 2
βu2

0

〈v1x, zuz〉 |z=1 = 1 + ψ41|z=1 ,

F (z) = Ṽ (z) + Ṽ (1) (2z − 3z2)− 6 (z − z2)

1∫

0

Ṽ (z) dz ,

Ṽ (z) — частное решение уравнения для потоков в системе (1.5)

Ṽ (z) =
1
η2

{(
3z2 − 2z3 + ψ31

)
(1 + ψ41) + ψ32 ψ42 +

+

z∫

0

{
[z′ + ψ11(z′)][6(1− 2z′) + ψ51(z′)] + ψ12(z′)ψ52(z′)

}
d z +

+2σ2η

z∫

0

z′∫

0

{
[6(z′′2 − z′′) + ψ21(z′′)]ψ12(z′′)− [z′′ + ψ11(z′′)]ψ22(z′′) +
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+[3z′′ 2 − 2z′′ 3 + ψ31(z′′)]ψ42(z′′)− [1 + ψ41(z′′)]ψ32(z′′)
}

dz′′ dz′
}

.

Интегралы в функциях F (z) и Ṽ (z) допускают аналитическое представле-
ние, однако ввиду громоздкости эти выражения опущены.

Первое слагаемое в формуле (1.7), обусловленное объемными напряже-
ниями, обращается в ноль на границах слоя.

Для θ2 получим следующее выражение:

θ2 =
βu2

0

ε
Φ(δ, σ, z) =

2βσ2u2
0

λ
Φ(δ, σ, z) , (1.8)

где

Φ(δ, σ, z) =
1
2

{
(z + ψ11)

(
3z2 − 2z3 + ψ31

)
+ ψ12 ψ32 −

−
z∫

0

F (z′)dz′ − A
(
z3 − z2

)− δ + z

1 + 2δ

}
.

Деформация структуры кристалла определяется полным углом поворо-
та молекул θ, который представим в виде суммы осциллирующего угла θ1

(1.6) и стационарного угла θ2 (1.8): θ = θ2 + θ1.
Особенности деформации структуры нематического кристалла при воз-

действии эллиптического сдвига в линейном и нелинейном режимах опре-
деляют оптические свойства жидкокристаллической ячейки, содержащей
слой нематического жидкого кристалла с исходной гомеотропной ориента-
цией, помещенный между скрещенными поляроидами. В исходном состо-
янии с недеформированной структурой кристалла ячейка непрозрачна по
отношению к световому потоку, падающему на нее нормально. Отклоне-
ние молекул нематика от нормали при внешнем воздействии приводит к
изменению разности фаз в обыкновенной и необыкновенной световых вол-
нах в кристалле и, как результат, к изменению оптической прозрачности
ячейки. Определим оптическую прозрачность m(t) НЖК-ячейки как отно-
шение светового потока I(t), прошедшего через систему, к падающему I0.
При неоднородной по толщине слоя ориентации молекул и малых углах θ
прозрачность m(t) приводится к виду [14]

m(t) =
I(t)
I0

=
1
2

sin2

{4n

2
kh

1∫

0

θ2(x, z) dz

}
sin2(2ϕ) , (1.9)

где 4n = n‖ − n⊥ — оптическая анизотропия, n‖ и n⊥ — показатели пре-
ломления вдоль и ортогонально оси кристалла, k = 2π/Λ – волновое число
в световой волне с длиной волны Λ, ϕ — угол между направлением сдвига
и ориентацией одного из поляроидов. Рассмотрим далее случай максималь-
ной по ϕ прозрачности, считая ϕ = π/4.

Подставляя θ = θ1 + θ2 в выражение для прозрачности и преобразуя
его, получим
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m(t) =
1
2

sin2

{
1
2
[(P00 + P01)− P1s sin t−

− P1c cos t + P2s sin 2t− P2c cos 2t]
}

. (1.10)

Коэффициенты Pi зависят от частоты через волновое число σ

P00 = 4nkoh

(
βσ2u2

0

λ

)2

f00 , P01 = 4nkoh u2
0 f01 ,

P1s = 4nkoh
βσ2u3

0

λ
f1s , P1c = 4n koh

βσ2u3
0

λ
f1c ,

P2s = 4nkohu2
0 f2s , P2c = 4nkohu2

0 f2c ,

а функции fij определяются следующими интегралами:

f00 = 4

1∫

0

Φ(δ, σ, z)2 dz , f01 =
1
2

1∫

0

[
(1 + ψ41)2 + ψ2

42

]
dz ,

f1s = − 4

1∫

0

Φ(δ, σ, z)(1 + ψ41) dz , f1c = 4

1∫

0

Φ(δ, σ, z) ψ42 dz ,

f2s = −1
2

1∫

0

(1 + ψ41)ψ42 dz , f2c =
1
2

1∫

0

[
(1 + ψ41)2 − ψ2

42

]
dz .

Функции f01, f2s, f2c не содержат параметр δ и, следовательно, не зави-
сят от условий ориентации молекул на границах НЖК-слоя. Зависимость
fij от волнового числа σ для жидкого кристалла МББА с параметрами
[11] K33 = 0.78 · 10−11Н, γ1 ≈ 0.078Па·с, α4 ≈ 0.104Па·с, α6 ≈ −0.034Па·с
(η = 0.4, η2 = 1.45) представлена на рис. 1.1.

2. Результаты и их обсуждение

Возможность регистрации деформации структуры нематического жид-
кого кристалла на основе изменения оптической прозрачности определяется
формулой (1.10). Рассмотрим особенности оптических эффектов, возника-
ющих при деформации НЖК в линейном и нелинейном режимах.

В общем случае прозрачность НЖК-ячейки обусловлена суммарным уг-
лом поворота молекул θ = θ1 + θ2, причем θ1 определяется линейными
(θ1 ∼ u0), а θ2 нелинейными (θ2 ∼ u2

0) гидродинамическими эффектами.
Определим значения параметров, при которых преобладающий вклад в про-
зрачность вносит осциллирующий угол θ1, как линейную область эффекта,
и значения параметров, при которых основной вклад в прозрачность связан
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Рис. 1.1. Зависимость функций fij от σ

со стационарной деформацией θ2, как нелинейную. Эти области разделя-
ются значениями безразмерного параметра l

l ≈
√

P00

P01
∼ 0.1

βγω hU0

K33
,

введенного ранее в работе [9].
Линейной области эффекта соответствуют малые значения параметра

l ¿ 1, а скорости и углы определяются формулами (1.6). В этом случае
P00 ¿ P01, |P1s|, |P1c| ¿ P2,c — стационарная деформация кристалла мала и
не влияет на прозрачность НЖК-ячейки, а выражение для m(t) принимает
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вид

m(t) =
1
2

sin2

{
1
2

[P01 + P2s sin 2t− P2c cos 2t]
}

. (2.1)

Параметр δ не входит в выражение для P01, P2s, P2c, поэтому в линей-
ной области эффекта прозрачность НЖК-ячейки не зависит от условий
ориентации молекул кристалла на границах.

Оптическая прозрачность и, следовательно, интенсивность светового по-
тока I(t) = m(t) ·I0 периодически зависят от времени. Представим прозрач-
ность m(t) разложением в ряд Фурье

m(t) = m0 +
∞∑

k=1

mk cos(kt + νk) ,

где m0 — постоянная составляющая, mk — гармоники, νk — фазовая за-
держка по отношению к сдвиговым колебаниям пластины. Спектральные
компоненты mk определяются следующими выражениями:

m0 =
1
4

[1− cosP01 J0(P2)] ,

m4k−2 =
1
4

sinP01 J2k−1(P2) ,

m4k =
1
4

cosP01 J2k(P2) ,

m2k−1 = 0, k = 1, 2, 3..., (2.2)

где J0, Jn — функции Бесселя первого рода, P2 =
√

P 2
2s + P 2

2c.
В линейной области эффекта спектр прозрачности содержит лишь чет-

ные гармоники. На низких частотах, когда σ ¿ 1, получим P2 = P01 =
= 1/2∆nkohu2

0. В этом случае прозрачность определяется лишь параметром
P2, выражения для постоянной составляющей m0 и P2 совпадают с полу-
ченным ранее в работе [9], где отмечено согласие теории с данными экспе-
римента. Постоянная составляющая прозрачности m0 возрастает с увели-
чением амплитуды сдвига от нулевого значения при P2 = 0 до максималь-
ного m0,max = 0, 323 при P2 = 1, 95 и далее осциллирует вблизи значения
m0 = 0, 25. Амплитуда u0,max, соответствующая первому максимуму про-
зрачности, не зависит от частоты.

На высоких частотах, когда σ > 3, параметры P01, P2 пропорциональны
волновому числу σ, в этом случае u0,max уменьшается с ростом частоты
по закону u0,max ∼ ω−1/4.

В нелинейной области (l À 1) прозрачность приводится к виду

m =
1
2

sin2

{
1
2

[P00 − P1s sin(t)− P1c cos t]
}

. (2.3)
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Постоянная составляющая и спектральные компоненты прозрачности
определяются выражениями

m0 =
1
4

[1− cosP00 J0(P1)] ,

m2k−1 =
1
4

sin(P00) J2k−1(P1) ,

m2k =
1
4

cos(P00) J2k(P1) , k = 1, 2, 3..., (2.4)

где P1 =
√

P 2
1s + P 2

1c, спектральное разложение прозрачности m(t) содержит
как четные, так и нечетные гармоники.

В нелинейной области эффекта имеет место оценка P00/P1s ∼ l À 1,
следовательно, первые по амплитуде u0 максимумы гармоник mk опреде-
ляются в основном значением P00 — соответствующие амплитуды сдвига
u0,max с увеличением частоты и эллиптичности смещаются в область мень-
ших значений. На низких частотах получим зависимость u0,max ∼ (βω)−1/2.
На высоких частотах, когда σ > 4, зависимость u0,max от ω и β аппрокси-
мируется выражением u0,max ∼ (βω)−1/2 (ω/ω0 − 1)−1/4, где ω0 = 2η σ2

0/ρh2,
а волновое число σ0 зависит от δ и подбирается по графику функции f00:
для δ = 0 получим σ0 ≈ 3.

0
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Рис. 2.1. Зависимость постоянной составляющей прозрачности m0 от

безразмерной амплитуды сдвига u0 на частотах ν = 200 Гц (a) ν = 1000 Гц (б)

Рассмотрим отдельно влияние малой эллиптичности в движении гранич-
ной пластины на прозрачность НЖК-ячейки на примере ячейки с немати-
ческим жидким кристаллом МББА, дополняя приведенные выше парамет-
ры кристалла значениями n⊥ = 1, 58,∆n = 0, 2 [11], полагая h = 10−4 м,
длину световой волны Λ = 650 Нм и предполагая жесткую ориентацию
молекул на границе, что дает δ = 0. На рис. 2.1 приведены зависимо-
сти постоянной составляющей прозрачности m0 от безразмерной амплиту-
ды сдвига u0 = U0/h, построенные для частот сдвига ν = 200 Гц и ν =
= 1000 Гц и значений эллиптичности β ¿ 1. Составляющая m0 определя-
лась численным усреднением по периоду колебаний выражения (1.10) для
прозрачности. Как видно из рис. 2.1, даже малая эллиптичность в дви-
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жении граничной пластины может существенно по отношению к ”чистому
сдвигу” менять прозрачность жидкокристаллической ячейки, причем роль
эллиптичности возрастает с увеличением частоты. На частоте 200 Гц при
β ≈ 1, 4 · 10−3 первый максимум постоянной составляющей прозрачности
достигается при амплитуде сдвига u0,max, равной u0,max ≈ 0.6u

(0)
0,max, где

u
(0)
0,max — амплитуда сдвига, соответствующая первому максимуму при ”чи-

стом сдвиге”. На частоте 1000 Гц при значениях β ≈ 10−3 и β ≈ 3·10−4 мак-
симумы прозрачности достигаются соответственно при u0,max ≈ 0.3u

(0)
0,max

и u0,max ≈ 0.6u
(0)
0,max. Амплитуды нормального смещения граничной пласти-

ны U1z = βU0 при этом ничтожно малы и сопоставимы с длиной молекул
нематического кристалла (≈ 20÷ 30Å); на частоте ν = 1000 Гц для приве-
денных значений β получим соответственно U1z ≈ 38Å и U1z ≈ 20Å.

В нашем расчете амплитуды сдвига предполагались малыми настолько,
чтобы были малы углы отклонения молекул от нормали θ ¿ 1, в этом слу-
чае справедливы исходные уравнения динамики (1.1) и формулы для про-
зрачности (1.9)-(1.10). Покажем, что описанные оптические свойства НЖК-
ячейки (чередование максимумов и минимумов прозрачности) должны на-
блюдаться в эксперименте в пределах малых углов θ. Для этого оценим
количество максимумов постоянной составляющей прозрачности, наблюдае-
мых при максимальных по z углах θ, не превышающих значение θM = 0, 5,
что позволяет отбросить в уравнениях (1.1) и формуле (1.10) слагаемые
порядка малости θ3

M ∼ 0, 1 и меньшие. В расчете используем параметры
жидкого кристалла МББА, полагая h = 10−4 м и предполагая жесткую
ориентацию молекул на границе.

В линейной области эффекта θ2 ¿ θ1 ≈ u0 — постоянная составляющая
прозрачности m0 определяется первой из формул (2.2). Ограничивая угол
θ1 < 0, 5 на низких частотах (σ ¿ 1), получим соотношение P01 ≈ P2 < 37.
В этой области значений P2 постоянная составляющая прозрачности име-
ет 6 максимумов. На высоких частотах (σ ¿ 1) параметры P01, P2 можно
оценить выражением P01 ≈ P2 ≈ 0, 5 + σ/3, а углы малы при амплитудах
сдвига, меньших u0 < 0, 5/σ. Число N максимумов m0, описываемых на-
стоящим расчетом, в этом случае оценивается целой частью выражения
(6 + 4σ)/σ2 + 1/2 и зависит от частоты: при значениях σ = 3 и σ = 7
получим соответственно N = 2 и N = 1.

В нелинейной области эффекта θ1 ¿ θ2 ∼ u2
0. Постоянная составляющая

прозрачности дается первой из формул (2.4), в которой P00/P1 ∼ l À 1 —
первые максимумы m0 определяются значениями P00. Максимальное по z
значение угла θ2 равно θ2 = 0, 012βσ2u2

0/λ; ограничивая его сверху вели-
чиной θM = 0, 5, получим неравенство P00 =

(
βσ2u2

0/λ
)2

f00 6 45 — в эту
область значений параметра P00 попадает 7 максимумов m0.

Таким образом, условие малости угла поворота молекул, определяющее
применимость расчета, выполняется вблизи первых максимумов прозрачно-
сти НЖК-ячейки.
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Заключение

Приведенные расчеты определяют свойства жидкокристаллической
ячейки при бинарном воздействии на нее периодического сдвига и сжа-
тия. Показано, что эллиптичность в движении граничной пластины
может существенно по отношению к ”чистому сдвигу” менять картину
деформации структуры нематического жидкого кристалла и оптические
свойства жидкокристаллической ячейки, причем роль эллиптичности
возрастает с увеличением частоты. Возможность эллиптичности, даже
малой, и нелинейной деформации НЖК-структуры необходимо учитывать
при исследовании воздействия периодического сдвига на гомеотропный
нематический жидкий кристалл.
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OF SHEAR AND PRESSURE
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The distortion of the nematic structure of NLC under binary action
of periodic shear and pressure is theoretically described in wide range
of frequencies. In the calculation of the effect under formulating the
boundary conditions, the mobility at the normal of the upper plate and
finite value of the orientation energy on the layer boundaries is taken into
consideration. Nonlinear dependence of a nematic structure deformation
on the shear amplitude is proved. The possibility of optical registration
of structure deformation is analyzed.
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УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ НЕОДНОРОДНОЙ
ПЛОСКОСТИ С КРУГОВЫМ ОТВЕРСТИЕМ,
ПОДКРЕПЛЕННЫМ ЭКСЦЕНТРИЧЕСКИМ

ЭЛЛИПТИЧЕСКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ, ПРИ ДВУОСНОМ
РАСТЯЖЕНИИ

c© 2009 П.Н.Кузнецов1

В работе исследуется двуосное упругопластическое напряженное
состояние неоднородной плоскости, ослабленной круговым отверсти-
ем, усиленной эксцентрическим эллиптическим включением. Рассмат-
ривается случай плоской деформации. Определяются граница упру-
гопластической зоны, а также влияние неоднородного включения на
напряженное состояние плоскости.

Ключевые слова: плоская деформация, тензор напряжений, пластич-
ность, упругость, упругопластическая граница, неоднородность.

Отметим, что вопросам теории пластичности неоднородных сред посвя-
щен ряд работ, среди которых отметим [1,4–6].

Рассмотрим плоскость с эллиптическим включением, которое ослаблено
круговым отверстием радиуса R, центры окружности и эллипса смещены
на величину c (рис. 1). Предел текучести материала включения равен k1,
предел текучести материала плоскости – k2. Центр начала координат x, y
совпадает с центром окружности. Пластина находится в состоянии двуос-
ного растяжения под действием усилий на бесконечности p1, p2 (рис. 1).

Уравнение эллиптического контура отверстия запишем в виде

(x− c)2

a2
+

y2

b2
= 1, (1)

где a и b – полуоси эллипса, c – величина расстояния между центром
окружности и центром эллипса.

Решение будем искать в приближенном виде аналогично [2–5]. Уравне-
ние упругопластической границы запишем в виде

1Кузнецов Павел Николаевич (kuznetsov_pn@mail.ru), кафедра математического ана-
лиза Чувашского государственного педагогического университета, 428000, Россия, г. Че-
боксары, ул. Карла Маркса, 38.
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r = r(0)
s + δrs1, (2)

где δ – малый безразмерный параметр.

Рис. 1

В дальнейшем все величины, имеющие размерность длины, отнесем к
величине r

(0)
s . Все величины, имеющие размерность напряжения, отнесем

к пределу текучести k1, обозначим k2/k1 = χ. Примем ρ = r
/

r
(0)
s , ρ′ =

= rs1

/
r
(0)
s . Величины c

/
r
(0)
s , (a− b)

/
2r

(0)
s , (p1 − p2)/2k1 будем считать до-

статочно малыми, порядка δ и обозначим

c

r
(0)
s

= δ1,
(a− b)

2r
(0)
s

= δ2,
(p1 − p2)

2k1
= δ3. (3)

Далее примем

δ1 = d1δ, δ2 = d2δ, δ3 = d3δ, di − const, 0 6 di 6 1. (4)

В исходном нулевом приближении при δ = 0 имеем плоскость с круго-
вым включением, ослабленным отверстием, равномерно растягиваемым на
бесконечности усилиями p = (p1 + p2)/2k1 (рис. 2).

Радиус отверстия в безразмерном виде обозначим α = R
/

r
(0)
s , радиус

включения – β = (a + b)
/

2r
(0)
s . Будем считать, что β < 1.

Компоненты напряжения запишем в полярной системе координат ρ, θ :
σρ, σθ, τρθ. Решение будем искать в виде

σij = σ
(0)
ij + δσ′ij . (5)

Припишем компонентам напряжения в зоне включения индекс ”1” вни-
зу, компонентам напряжения вне включения – индекс ”2” внизу. Компо-
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нентам напряжения в пластической зоне припишем индекс ”р” наверху, в
упругой зоне – индекс ”е” наверху.

Рис. 2

Рассмотрим напряженное состояние в исходном нулевом приближении.
Исходное напряженное состояние является осесимметричным

τ
(0)
pθ1

= 0, τ
(0)
pθ2

= 0. (6)
В зоне 1, в зоне включения, условие пластичности примет вид

σ(0)p
ρ1

− σ
(0)p
θ1

= −2, σ
(0)p
θ1

> σ(0)p
ρ1

. (7)
Вне зоны включения, в зоне 2, условие пластичности запишется в виде

σ(0)
ρ2
− σ

(0)
θ2

= −2χ. (8)
Уравнение равновесия имеет вид

dσ
(0)
ρ

dρ
+

σ
(0)
ρ − σ

(0)
θ

ρ
= 0. (9)

Из (7)–(9) имеем

σ(0)p
ρ1

= 2 ln ρ + C1, σ(0)p
θ1

= 2 + 2 ln ρ + C1,

σ(0)p
ρ2

= 2χ ln ρ + C2, σ(0)p
θ2

= 2χ + 2χ ln ρ + C2,
(10)

где C1, C2 – постоянные.
Из условия σ(0)p

ρ1

∣∣∣
ρ=α

= 0 определим постоянную

C1 = −2 lnα.

Получим

σ(0)p
ρ1

= 2 ln
ρ

α
, σ(0)p

θ1
= 2 + 2 ln

ρ

α
. (11)
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Условие сопряжения компонент напряжений на границе эллиптического
включения запишется в виде

σ(0)p
ρ1

∣∣∣
ρ=β

= σ(0)p
ρ2

∣∣∣
ρ=β

. (12)

Согласно (10)–(12), получим

σ(0)p
ρ2

= 2χ ln ρ
β + 2 ln β

α ,

σ(0)p
θ2

= 2χ ln ρ
β + 2 ln β

α + 2χ.
(13)

На границе ρ = β имеет место разрыв напряжений σ
(0)p
θ :

σ(0)p
θ2

− σ(0)p
θ1

= 2(χ− 1). (14)

При ρ →∞ имеет место σ(0)e
ρ

= σ(0)e
θ

= p.
Решение в упругой области будем искать в виде:

σ(0)e
ρ

= p− B

ρ2
, σ(0)e

θ
= p +

B

ρ2
, τ (0)e

ρθ
= 0. (15)

Из условия сопряжения компонент напряжений на упругопластической
границе будем иметь:

σ(0)p
ρ2

∣∣∣
ρ=1

= σ(0)e
ρ

∣∣∣
ρ=1

, σ(0)p
θ2

∣∣∣
ρ=1

= σ(0)e
θ

∣∣∣
ρ=1

. (16)

Из (13), (15), (16) имеем

p− B
1 = 2 ln β

α − 2χ lnβ,

p + B
1 = 2 ln β

α − 2χ lnβ + 2χ.
(17)

Откуда

B = χ, p = 2 ln
β

α
− 2χ ln β + 2χ. (18)

Учитывая, что α = R
/

r
(0)
s и β = (a + b)

/
2r

(0)
s , из (18) получим

r(0)
s = exp

(
p

2χ
+

(
1− 1

χ

)
ln

(
a + b

2

)
+

1
χ

ln R− 1
2

)
. (19)

Уравнение эллипса (1) перепишем в виде

(x− δ1)
2

(β + δ2)
2 +

y2

(β − δ2)
2 = 1 (20)

или

(x− δ1)
2 (β + δ2)

−2 + y2 (β − δ2)
−2 − 1 = 0.

Пренебрегая малыми высшего порядка, уравнение (20) запишем в виде

(x− δ1)
2

(
1
β2
− 2

δ2

β3

)
+ y2

(
1
β2

+ 2
δ2

β3

)
− 1 = 0. (21)
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Перейдем к полярным координатам по формулам

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ,

в первом приближении будем иметь

ρ2

(
cos2 θ

β2
− 2δ2

cos2 θ

β3
+

sin2 θ

β2
+ 2δ2

sin2 θ

β3

)
− 2ρ

(
δ1

cos θ

β2

)
− 1 = 0. (22)

Откуда

ρ = β + δ1 cos θ + δ2 cos 2θ. (23)

Контур кругового отверстия фиксирован, поэтому в зоне 1 величины
σ′pij1 = 0.

Граничные условия на контуре L1 (рис. 1) запишутся в виде [2]

(
σ′pρ1 + dσ

(0)p
ρ1
dρ ρ′

)∣∣∣∣
ρ=β

=
(

σ′pρ2 + dσ
(0)p
ρ2
dρ ρ′

)∣∣∣∣
ρ=β

,
(
τ ′pρθ1

−
(
σ

(0)p
θ1

− σ
(0)p
ρ1

)
ρ̇′
β

)∣∣∣
ρ=β

=
(
τ ′pρθ2

−
(
σ

(0)p
θ2

− σ
(0)p
ρ2

)
ρ̇′
β

)∣∣∣
ρ=β

,
(24)

где точка наверху означает дифференцирование по θ.
Из (24) следует

σ′pρ2

∣∣
ρ=β

= 2
β (1− χ) (d1 cos θ + d2 cos 2θ) ,

τ ′pρθ2

∣∣∣
ρ=β

= 2
β (1− χ) (d1 sin θ + 2d2 sin 2θ) .

(25)

Согласно [2], из (25) получаем

σ′pρ2 = 2
ρ (1− χ) d1 cos θ+

+2 (1−χ)
ρ d2

([√
3 sin

(√
3 lnβ

)
+ cos

(√
3 ln β

)]
cos

(√
3 ln ρ

)
+

+
[
sin

(√
3 lnβ

)−√3 cos
(√

3 ln β
)]

sin
(√

3 ln ρ
))

cos 2θ,

σ′pθ2
= σ′pρ2 ,

τ ′pρθ2
= 2

ρ (1− χ) d1 sin θ + 4 (1−χ)
ρ d2

(
cos

(√
3 ln β

)
cos

(√
3 ln ρ

)
+

+ sin
(√

3 ln β
)
sin

(√
3 ln ρ

))
sin 2θ.

(26)

Условия сопряжения напряжений в пластической и упругой областях
при ρ = 1 имеют вид

σ′pρ2

∣∣
ρ=1

= σ′eρ
∣∣
ρ=1

, τ ′pρθ2

∣∣∣
ρ=1

= τ ′eρθ

∣∣
ρ=1

. (27)

Согласно (26), (27), компоненты напряжений при cos θ, sin θ в упругой
области имеют вид

σ′eρ =
2(1− χ)

βρ3
cos θ, σ′eθ = −2(1− χ)

βρ3
cos θ, τ ′eρθe =

2(1− χ)
βρ3

sin θ. (28)
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Компоненты напряжений при cos 2θ, sin 2θ на границе пластической зо-
ны при ρ = 1, согласно (26), имеют вид

σ′pρ2 = 2(1− χ)d2

[√
3 sin

(√
3 ln β

)
+ cos

(√
3 lnβ

)]
cos 2θ,

σ′pθ2
= σ′pρ2 ,

τ ′pρθ2
= 4(1− χ)d2 cos

(√
3 lnβ

)
sin 2θ.

(29)

Соответствующее решение в упругой области следует искать в виде [2]

σ′eρ =
(
− 1

ρ4 + 2
ρ2

)
a′′2 cos 2θ +

(
2
ρ4 − 2

ρ2

)
b′′′2 cos 2θ +

(
1− 4

ρ2 + 3
ρ4

)
d3 cos 2θ,

σ′eθ = 1
ρ4 a′′2 cos 2θ − 2

ρ4 b′′′2 cos 2θ +
(
1 + 3

ρ4

)
d3 cos 2θ,

τ ′eρθ =
(
− 1

ρ4 + 1
ρ2

)
a′′2 sin 2θ +

(
2
ρ4 − 1

ρ2

)
b′′′2 sin 2θ +

(
1 + 2

ρ2 − 3
ρ4

)
d3 sin 2θ.

(30)
Из (29), (30) получим

a′′2 = 2 (1− χ) d1

(√
3 sin

(√
3 lnβ

)
+ cos

(√
3 ln β

))
,

b′′′2 = 4 (1− χ) d1 cos
(√

3 ln β
)
.

(31)

Из (28), (30) следует

σ′eρ = 2(1−χ)
βρ3 cos θ + 2(1−χ)

ρ2 d2

{(
2− 1

ρ2

) (√
3 sin

(√
3 lnβ

)
+ cos

(√
3 ln β

))
+

+
(

2
ρ2 − 2

)
2 cos

(√
3 lnβ

)}
cos 2θ +

(
1− 4

ρ2 + 3
ρ4

)
d3 cos 2θ,

σ′eθ = −2(1−χ)
βρ3 cos θ + 2(1−χ)

ρ4 d2

{√
3 sin

(√
3 lnβ

)− 3 cos
(√

3 ln β
)}

cos 2θ+

+
(
1 + 3

ρ4

)
d3 cos 2θ,

τ ′eρθ = 2(1−χ)
βρ3 sin θ + 2(1−χ)

ρ2 d2

{(
1− 1

ρ2

) (√
3 sin

(√
3 lnβ

)
+ cos

(√
3 ln β

))
+

+
(

2
ρ2 − 1

)
2 cos

(√
3 lnβ

)}
sin 2θ +

(
1 + 2

ρ2 − 3
ρ4

)
d3 sin 2θ.

(32)
Величину ρ′s определим из условия сопряжения

(
σ′pθ2

+
dσ

(0)p
θ2

dρ
ρ′s

)∣∣∣∣∣
ρ=1

=

(
σ′eθ +

dσ
(0)e
θ

dρ
ρ′s

)∣∣∣∣∣
ρ=1

. (33)

Из (13), (15), (26), (32), (33) следует

ρ′s =
(χ− 1)

(
d1 + 1

β

)
cos θ +

(
4(χ− 1)d2 cos

(√
3 ln β

)
+ 2d3

)
cos 2θ

2χ
. (34)



Упругопластическое состояние неоднородной плоскости... 109

Таким образом, уравнение упругопластической границы имеет вид

ρ = 1 + δ
(χ− 1)

(
d1 + 1

β

)
cos θ +

(
4(χ− 1)d2 cos

(√
3 lnβ

)
+ 2d3

)
cos 2θ

2χ
. (35)

В случае равномерного растяжения пластины в (35) следует положить
d3 = 0. В случае отсутствия эксцентриситета у эллипса включения поло-
жить d2 = 0. В случае совпадения центров отверстия и эллипса включения
положить d1 = 0. При d2 = d3 = 0 имеет место включение в виде круга,
смещенного относительно центра отверстия. При d1 = 1, d2 = d3 = 0 из
(35) следует

ρ = 1 + δ

(
χ− 1
2χ

)(
1 +

1
β

)
cos θ.
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ELASTOPLASTIC CONDITION OF INHOMOGENEONS PLANE
WITH CIRCULAR APERTURE SUPPORTED BY ECCENTRIC

ELIPTICAL INTRUSION WITH BIAXIAL TENSION

c© 2009 P.N.Kuznetsov2

In the paper biaxial elastoplastic strained condition of inhomogeneous
plane weakened by circular aperture and supported by eccentric elliptical
intrusion is investigated. The flat deformation is observed. The limit
of elastoplastic zone, and influence of non-uniform intrusion on strained
condition of a plane is defined.

Key words and phrases: plane deformation, stress tensor, plasticity,
elasticity, elastoplastic limit, heterogeneity.
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УДК 539.4

НЕЛИНЕЙНОЕ УПРОЧНЕНИЕ НЕРАВНОМЕРНО
РАСПРЕДЕЛЕННЫХ НЕСТАБИЛЬНЫХ ФАЗОВЫХ

СТРУКТУР

c© 2009 В.О.Левченко, А.В.Мантуленко, А.Л.Сараев1

В статье построены математические модели процесса фазовых пре-
вращений в нестабильной упругой среде, элементы фазовой структу-
ры которой образуются и распределяются в пространстве неравно-
мерно. Рассмотрено два типа структур. В первом случае новая фаза
образует скопления в виде отдельных включений. Во втором случае
новая и старая фазы образуют скопления в виде взаимопроникаю-
щих каркасов. Статистическое осреднение нелинейных систем урав-
нений равновесия неравномерно распределенных микронеоднородных
сред с нестабильными компонентами позволяет установить их макро-
скопические определяющие уравнения и вычислить соответствующие
эффективные характеристики.

Ключевые слова: определяющие уравнения, фазовые превращения,
эффективные характеристики, микроструктура, статистическое осреднение.

1. Эффективные свойства среды со скоплениями
зародышей фаз в виде отдельных объемов

Пусть упругая среда, в которой происходит фазовый переход первого ро-
да, занимает объем V, ограниченный поверхностью S. Объем зарождающей-
ся и развивающейся новой фазы обозначим Vf , объем старой фазы — Vm.

Кроме того, обозначим объем, занимаемый скоплениями включений Wf ,
а объем оставшийся части матрицы — Wm. Таким образом, вся рассмат-
риваемая среда представляет собой двухкомпонентную фазовую структуру,
в которой включениями являются объемы скоплений, а каждый элемент
скоплений включений в свою очередь представляет собой двухкомпонент-
ный композит с равномерным распределением зародышей.

1Левченко Вадим Олегович (ssumonk@yandex.ru), Мантуленко Алексей Вячеславович
(mantulenko83@mail.ru), Сараев Александр Леонидович (alex_saraev@mail.ru), кафедра
математики, информатики и математических методов в экономике Самарского государ-
ственного университета, 443011, Россия, г. Самара, ул. Акад. Павлова, 1.
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При этом выполняются элементарные соотношения

Vm + Vm = V, Wm + Wf = V, (Vm > Wm, Vf < Wf ) .

При фазовом превращении (Vf → Vm) в материале новой фазы под воз-
действием внешних нагрузок возникают и развиваются необратимые струк-
турные деформации αij(r), вызванные перестройкой кристаллической и до-
менной структуры материала. Эти деформации являются ограниченными
предельными сдвигами двойниковых доменов 0 6 α 6 αmax, α = √

αijαij ,
где αmax — максимальный уровень структурных деформаций. Закон Гука
такой среды имеет вид

σij = 2µmεij + δijλmεpp, r ∈ Vm,
σij = 2µf (εij − αij) + δijλfεpp, r ∈ Vf .

(1.1)

Здесь σij , εij — тензоры напряжений и полных деформаций, µs, λs (s =
= 1, 2) — параметры Ламе компонентов.

В качестве условий фазовых переходов второго компонента в первый и
обратно принимаются поверхности нагружения

(sij − 2n+αij) (sij − 2n+αij) = k2
+ (Vm → Vf ) ,

(sij − 2n−αij) (sij − 2n−αij) = k2− (Vf → Vm) .
(1.2)

Здесь
k+,−(α) = k∞+,− +

(
k0

+,− − k∞+,−
) (

1− e−λ+,−α
)
,

n+,−(α) = n∞+,− +
(
n0

+,− − n∞+,−
) (

1− e−λ+,−α
)
,

k0,∞
+,− — начальный и конечный пределы прямого и обратного фазовых пере-

ходов, соответственно, n0,∞
+,− — начальный и конечный коэффициенты упроч-

нения, λ+,− — параметр, характеризующий скорость перемещения поверх-
ностей (1.2) в шестимерном пространстве напряжений. Экспериментальные
наблюдения показывают, что эти характеристики зависят от температуры,
и их значения определяют тип поведения нестабильной среды (сверхупру-
гость, эффект ”памяти формы” или обычное пластическое течение).

Геометрическая структура такого двухкомпонентного материала описы-
вается случайной изотропной индикаторной функцией координат κ(r), рав-
ной нулю в точках старой фазы и единице в точках новой. С помощью
этой функции локальный закон Гука для среды записывается в виде

sij(r) = 2(µm + [µ]κ(r))eij(r)− 2µmαij(r),
σpp(r) = 3 (Km + [K]κ(r)) εpp(r).

(1.3)

Здесь sij = σpp − 1
3
δij · σij , eij = εij − 1

3
σij · εpp, Km,f =

2
3
µm,f + λm,f , квад-

ратными скобками обозначены разрывы величин при переходе фазовой гра-
ницы — [Q] = Qf −Qm. Структурные деформации удовлетворяют условию
несжимаемости αpp(r) = 0.

Индикаторная функция κ(r), напряжения, полные и структурные де-
формации предполагаются статистически однородными и эргодическими
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полями, поэтому их математические ожидания совпадают со средними зна-
чениями по полному объему V, объемам фаз Vm,f и Wf [1]

〈Q〉 =
1
V

∫

V

Q(r)d r, 〈Q〉w =
1

Wf

∫

Wf

Q(r)d r, 〈Q〉m,f =
1

Vm,f

∫

Vm,f

Q(r)d r,

угловыми скобками обозначена операция осреднения.
Для установления макроскопических определяющих уравнений матери-

ала и вычисления его эффективных характеристик необходимо усреднить
по полному объему Wf локальный закон Гука (1.3)

〈sij〉w = 2µm 〈eij〉w + 2[µ]
cv

cw
〈eij〉f − 2µm 〈αij〉w,

〈σpp〉w = 3Km 〈εpp〉w + 3[K] 〈εpp〉f .
(1.4)

Здесь cv =
Vf

V
— объемное содержание зародышей новой фазы, cw =

Wf

V
—

объемное содержание скоплений включений.
Соотношения (1.4) показывают, что для установления эффективного за-

кона Гука необходимо выразить величины 〈eij〉f , 〈εpp〉f через макроскопи-
ческие деформации.

Для этого усредним систему интегральных уравнений равновесия, яд-
рами которой являются вторые производные тензора Грина [1]

ε′ij(r) =
∫

Wf

Gik,lj (r− r1) τ ′kl (r1) d r1. (1.5)

Умножая уравнения (1.5) на κ′(r), усредняя их по объему V и принимая
во внимание изотропность структуры композита, находим [2]

〈eij〉f =
1

1 + αm

(
1− cv

cw

)
(m− 1)

(
〈eij〉w + m

(
1
cv
− 1

cw

)
αm 〈αij〉w

)
,

〈εpp〉f =
1

1 + γm

(
1− cv

cw

)
(q − 1)

〈εpp〉w.

(1.6)

Здесь αm =
2
15

4− 5vm

1− vm
, γm =

1
3

1 + vm

1− vm
, vm =

1
2

3Km − 2µm

3Km + 2µm
, m =

µf

µm
,

q =
Kf

Km
.

Подстановка формул (1.6) в соотношения (1.4) дает макроскопический
закон Гука рассматриваемой микронеоднородной среды

〈sij〉w = 2µw 〈eij〉w − 2µα
w 〈αij〉w , 〈σpp〉w = 3Kw 〈εpp〉w . (1.7)

Здесь

µw = µm


1 +

cv
cw

(m− 1)

1 + αm

(
1− cv

cw

)
(m− 1)


 ,
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Kw = Km


1 +

cv
cw

(q − 1)

1 + γm

(
1− cv

cw

)
(q − 1)


 , µα

w = 1 +
µm

1 + αm

(
1− cv

cw

)
(m− 1)

.

Совершенно аналогично рассчитываются формулы для эффективных
модулей упругости всего композита, образованного матрицей Wm и скоп-
лениями Wf . Макроскопический закон Гука в этом случае имеет вид

〈sij〉 = 2µ∗ 〈eij〉 − 2µα 〈αij〉 , 〈σpp〉 = 3K∗ 〈εpp〉 . (1.8)

Здесь

µ∗ = µm

[
1 +

cw (µw − µm)
µm + αm (1− cw) (µw − µm)

]
,

K∗ = Km

[
1 +

cw (Kw −Km)
Km + γm (1− cw) (Kw −Km)

]
.

(1.9)

Для определения макроскопических условий прямого и обратного фа-
зовых превращений в рассматриваемой среде и закона ее деформирования
необходимо усреднить соотношения (2) по объему новой фазы V2

〈sij − 2n+,−(α)αij〉f 〈sij − 2n+,−(α)αij〉f = k2
+,−

(
〈α〉f

)
. (1.10)

Постановка в условие (1.10) локального закона Гука (1.3) и примене-
ние правила механического смешивания дают макроскопические поверхно-
сти нагружения

[
〈sij〉 − 2n∗+,−

(
〈α〉f

)
〈αij〉f

] [
〈sij〉 − 2n∗+,−

(
〈α〉f

)
〈αij〉f

]
=

= k∗2+,−
(
〈α〉f

) (1.11)

и ассоциированный с ней закон деформирования

〈sij〉 = k∗+,−
(
〈α〉f

)
vij + 2n∗+,−

(
〈α〉f

)
〈αij〉f , vij =

〈
α•ij

〉
√〈

α•kl

〉 〈
α•kl

〉 . (1.12)

Здесь

k∗+,− =
k+,−

(
〈α〉f

)

m

(
1 +

(
αm

(
1− cv

cw

)
+

cv

cw

)
(m− 1)

)

— эффективный начальный предел фазового перехода,

n∗+,− = n+,−
(
〈α〉f

)
+ µ∗


 k∗+,−

(
〈α〉f

)

k+,−
(
〈α〉f

)
cv

(
1−

(
1− cv

cw

)
αm

)
− 1




— эффективный коэффициент упрочнения, характеризующий ско-
рость перемещения поверхности (1.9) в шестимерном пространстве
макронапряжений.

Структурные средние деформации 〈αij〉f необходимо выразить через
объемное содержание новой фазы cv и величину αmax.



Нелинейное упрочнение неравномерно распределенных нестабильных фазовых... 115

Процесс фазового перехода может быть описан кинетическим уравнени-
ем [2]

dα

dcv
= h(1− α)λcv (0 6 λ 6 1),

cv|α=0 = 0, cv|α=αmax
= cw.

(1.13)

Из уравнения (1.13) находим зависимость роста уровня структурных
деформаций от концентрации новой фазы

α

αmax
= 1− (

1− c2
v

) 1
1−λ (1.14)

или

cv =

√
1−

(
α

αmax
− 1

)1−λ

. (1.15)

Параметр роста λ остается постоянным на протяжении всего процесса
фазового перехода, и его значение может быть измерено на границе упру-
гого поведения и нелинейного упрочнения нестабильной среды. Затем это
значение λ используется в уравнениях (1.12) во всем диапазоне развития
структурных деформаций 0 6 α 6 αmax.

Соотношение (1.10) принимает вид

〈sij〉 =
(
k∗+,− + 2n∗+,−αmax

(
1− (1− cv)

1
1−λ

))
vij . (1.16)

2. Эффективные свойства среды со скоплениями
зародышей фаз в виде взаимопроникающих
объемов

Пусть теперь фазовая структура представляет собой двухкомпонентную
среду, в которой матрица и объемы скоплений образуют взаимопроника-
ющие каркасы, а каждый элемент скоплений включений в свою очередь
представляет собой двухкомпонентный композит с равномерным распреде-
лением зародышей новой фазы.

В этом случае описанная выше процедура расчета эффективных харак-
теристик приводит к макроскопическому закону Гука вида (1.8), в котором

µ∗ = 〈µ〉
(

1 +
αcwcm (µw − µm)2

〈µ〉 − α (cw − cm) (µw − µm)

)
,

K∗ = 〈K〉
(

1 +
γcwcm (Kw −Km)2

〈K〉 − γ (cw − cm) (Kw −Km)

)
,

〈µ〉 = cwµw + cmµm, α =
2
15

4− 5 〈v〉
1− 〈v〉 ,

〈K〉 = cwKw + cmKm, γ =
1
15

1 + 〈v〉
1− 〈v〉 .

(2.1)
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Макроскопические условия прямого и обратного фазовых переходов
имеют вид (1.12), в которых

k∗+,− = k+,− (〈α〉f )
µ∗

µα
(2.2)

— эффективный начальный предел фазового перехода,

n∗+,− = n+,− (〈α〉f )
k∗+,− (〈α〉f )
k+,− (〈α〉f )

×

×
(

µm + n+,− (〈α〉f ) + µm
αcwµm

〈µ〉 − α (µw − µm) (cm − cw)

)
− µα

wcm

(2.3)

— эффективный коэффициент упрочнения.
Связь структурных средних деформаций 〈αij〉f с объемным содержа-

нием новой фазы cv и величиной αmax выражается соотношением (1.15),
а макроскопический закон упрочнения рассматриваемой среды имеет вид
(1.12) с эффективными параметрами (2.2), (2.3).
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DISTRIBUTED UNSTABLE PHASE STRUCTURES
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In the article mathematical models of process of the phase changes
in unstable elastic medium, the elements of phase structure of which
are formed and distributed in space non-uniformly are constructed. Two
types of structures are considered. In the first case new phase forms
accumulations in the form of separate inclusions. In the second case
new and old phases form accumulations in the form of interpenetrating
skeletons. Statistical averaging of nonlinear systems of equilibrium
equations of nonuniformly distributed micro heterogeneity environments
with unstable components allows to establish their macroscopically
determining equations and calculate appropriate effective characteristics.
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УДК 539.4

К РАСЧЕТУ ЭФФЕКТИВНЫХ МОДУЛЕЙ
УПРУГОСТИ КОМПОЗИТОВ

С НЕРАВНОМЕРНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ
СОСТАВЛЯЮЩИХ КОМПОНЕНТОВ

c© 2009 Н.А.Сизова, Л.А.Сараев1

В настоящей работе представлены модели композитов, компоненты
которых образуют случайно неоднородную двухуровневую структуру.
Рассмотрены два типа структур. В первом случае композит образо-
ван упругой матрицей и упругими сферическими включениями. При
этом включения в матрице расположены не равномерно, а образуют
скопления сферической формы. Во втором случае включения в матри-
це также расположены неравномерно, но образуют скопления в виде
взаимопроникающих каркасов.

Ключевые слова: определяющие уравнения, эффективные модули
упругости, матрица, включения, взаимопроникающие каркасы, статистиче-
ское осреднение.

Пусть рассматриваемая упругая среда занимает объем V, ограниченный
поверхностью S. Объем связующей матрицы обозначим Vm, объем включе-
ний — Vf .

Кроме того, обозначим объем, занимаемый скоплениями включений,
Wf , а объем оставшейся части матрицы — Wm. Таким образом, весь ком-
позиционный материал представляет собой двухкомпонентную среду, в ко-
торой включениями являются объемы скоплений, а каждый элемент скоп-
лений включений в свою очередь представляет собой двухкомпонентный
композит с равномерным распределением микросфер. При этом выполня-
ются элементарные соотношения

Vm + Vm = V, Wm + Wf = V (Vm > Wm, Vf < Wf ) .

Закон Гука микронеоднородной среды скоплений имеет вид
σij = 2µmεij + δijλmεpp, r ∈ Wf − Vf ,
σij = 2µfεij + δijλfεpp, r ∈ Vf .

(1)

1Сизова Наталья Александровна (nalsi@mail.ru), Сараев Леонид Александро-
вич(saraev@ssu.samara.ru), кафедра математики, информатики и математических мето-
дов в экономике Самарского государственного университета, 443011, Россия, г. Самара,
ул. Акад. Павлова, 1.
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Здесь σij , εij — тензоры напряжений и полных деформаций, µm,f , λm,f —
параметры Ламе компонентов.

Геометрическая структура такого двухкомпонентного материала описы-
вается случайной изотропной индикаторной функцией координат κ(r), рав-
ной нулю в точках первого компонента и единице в точках второго. С по-
мощью этой функции локальный закон Гука для среды записывается в
виде

sij(r) = 2 (µm + (µf − µm) κ(r)) eij(r),
σpp(r) = 3 (K1 + (Kf −Km) κ(r)) εpp(r).

(2)

Здесь

sij = σpp − 1
3
δij · σij , eij = εij − 1

3
σijεpp, Km,f =

2
3
µm,f + λm,f .

Индикаторная функция κ(r), напряжения и деформации предполагают-
ся статистически однородными и эргодическими полями, поэтому их ма-
тематические ожидания совпадают со средними значениями по полному
объему V и объемам фаз Vm,f [1]

〈f〉 =
1
V

∫

V

f(r)d r, 〈f〉w =
1

Wf

∫

Wf

f(r)d r, 〈f〉m,f =
1

Vm,f

∫

Vm,f

f(r)d r,

угловыми скобками обозначена операция осреднения.
Для установления макроскопических определяющих уравнений рассмат-

риваемой среды и вычисления ее эффективных характеристик необходимо
установить связь между макроскопическими напряжениями и макроскопи-
ческими деформациями. С этой целью необходимо усреднить локальный
закон Гука (2) по объему Wf

〈sij〉w = 2µm〈eij〉w + 2 (µf − µm)
cv

cw
〈eij〉f ,

〈σpp〉w = 3Km〈εpp〉w + 3 (Kf −Km)
cv

cw
〈εpp〉f .

(3)

Здесь cv =
Vf

V
— объемное содержание микросфер, cw =

Wf

V
— объемное

содержание скоплений включений.
Соотношения (3) показывают, что для установления эффективного за-

кона Гука необходимо выразить величины 〈eij〉f , 〈εpp〉f через макроскопи-
ческие деформации.

Это достигается статистическим осреднением системы деформирования
среды, состоящей из локальных уравнений (2), уравнений равновесия

σip,p(r) = 0 (4)

и соотношений Коши, связывающих компоненты тензора деформаций
с компонентами вектора перемещений ui(r). Граничными условиями такой
системы являются условия отсутствия флуктуаций величин на поверхности
скоплений, а сама система сводится к эквивалентной системе интегральных
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уравнений, ядрами которой являются вторые производные тензора Гри-
на [1, 2]

ε′ij(r) =
∫

Wf

Gik,lj (r− r1) τ ′kl (r1) · d r1. (5)

Здесь штрихами обозначены флуктуации величин в объеме скоплений.
Умножая уравнения (5) на κ′(r), усредняя их затем по объему скопле-

ний и используя изотропность функции κ′(r), находим

〈eij〉f =
1

1 + αm

(
1− cv

cw

)
(µf − µm)

〈eij〉w,

〈εpp〉f =
1

1 + γm

(
1− cv

cw

)
(Kf −Km)

〈εpp〉w.
(6)

Здесь

αm =
2
15

4− 5vm

1− vm
, γm =

1
3

1 + vm

1− vm
, vm =

1
2

3Km − 2µm

3Km + 2µm
.

Подстановка формул (6) в соотношения (3) дает макроскопический за-
кон Гука рассматриваемой микронеоднородной среды

〈sij〉w = 2µw〈eij〉, 〈σpp〉w = 3Kw〈εpp〉. (7)

Здесь

µw = µm


1 +

cv
cw

(µf − µm)

1 + αm

(
1− cv

cw

)
(µf − µm)


 , (8)

Kw = Km


1 +

cv
cw

(Kf −Km)

1 + γm

(
1− cv

cw

)
(Kf −Km)


 . (9)

Совершенно аналогично рассчитываются формулы для эффективных
модулей упругости всего композита, образованного матрицей Wm и скоп-
лениями Wf . Макроскопический закон Гука в этом случае имеет вид

〈sij〉 = 2µ∗〈eij〉, 〈σpp〉 = 3K∗〈εpp〉. (10)

Здесь

µ∗ = µm

(
1 +

cw (µw − µm)
1 + αm (1− cw) (µw − µm)

)
,

K∗ = Km

(
1 +

cw (Kw −Km)
1 + γm (1− cw) (Kw −Km)

)
,

(11)

звездочкой обозначены эффективные модули упругости микронеоднородной
среды.

На рис. 1 приведены кривые расчета эффективного модуля упругости
сдвига. Нижняя кривая рассчитана при условии, что скопления включе-
ний занимают семьдесят процентов объема матрицы — cw = 0, 7. Верхняя
кривая соответствует классической модели, когда микросферы в объеме



К расчету эффективных модулей упругости композитов... 121

композита V распределены равномерно. Построенная модель описывает из-
вестный механический факт ухудшения свойств смесей при неравномерном
перемешивании составляющих компонентов.

Рис. 1

Если в композиционном материале матрица и объемы скоплений обра-
зуют взаимопроникающие каркасы, то выражения для эффективных моду-
лей упругости соответствуют модели матричной смеси и рассчитываются
по формулам [1]

µ∗ = 〈µ〉
(

1 +
αcwcm (µw − µm)2

〈µ〉 − α (cw − cm) (µw − µm)

)
,

K∗ = 〈K〉
(

1 +
γcwcm (Kw −Km)2

〈K〉 − γ (cw − cm) (Kw −Km)

)
,

〈µ〉 = cwµw + cmµm, α =
2
15

4− 5〈v〉
1− 〈v〉 ,

〈K〉 = cwKw + cmKm, γ =
1
15

1 + 〈v〉
1− 〈v〉 .

(12)

Рис. 2

На рис. 2 приведены кривые расчета эффективного модуля упругости
сдвига. Нижняя кривая рассчитана при условии, что скопления включе-
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ний занимают семьдесят процентов объема матрицы — cw = 0, 7. Верхняя
кривая соответствует классической модели, когда микросферы в объеме
композита V распределены равномерно. Построенная модель описывает из-
вестный механический факт ухудшения свойств смесей при неравномерном
перемешивании составляющих компонентов.
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In the work models of composites, the components of which form
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СМЕШАННОЕ НАГРУЖЕНИЕ (НОРМАЛЬНЫЙ ОТРЫВ
И ПОПЕРЕЧНЫЙ СДВИГ) ЭЛЕМЕНТА

КОНСТРУКЦИИ С ТРЕЩИНОЙ В МАТЕРИАЛЕ
С ДРОБНО-ЛИНЕЙНЫМ ЗАКОНОМ ПОЛЗУЧЕСТИ

c© 2009 Л.В. Степанова, Т.Б. Элекина1

Получено приближенное решение задачи о трещине, находящейся
под одновременным действием растягивающей и сдвигающей нагруз-
ки, в материале, подчиняющемся дробно-линейному закону теории
установившейся ползучести в предположении реализации плоского
деформированного состояния. Найдено аналитическое решение зада-
чи определения напряженно-деформированного состояния в непосред-
ственной окрестности вершины трещины в образце, находящемся под
действием растягивающей и сдвиговой нагрузки для различных значе-
ний коэффициента смешанности нагружения, определяющего вид на-
гружения. Показано, что поле напряжений состоит из шести областей
(секторов), внутри которых компоненты тензора напряжений опреде-
ляются различными функциональными зависимостями. Границы вве-
денных секторов находятся численно из решения системы трансцен-
дентных уравнений. Приведено сравнение приближенного аналитиче-
ского решения с численным решением задачи для материала, следу-
ющего степенному закону Бейли – Нортона теории установившейся
ползучести в предельном случае, когда показатель нелинейности ма-
териала неограниченно возрастает.

Ключевые слова: смешанное нагружение, коэффициент смешанности на-
гружения, напряженно-деформированное состояние у вершины трещины,
дробно-линейный закон теории установившейся ползучести.

1. О дробно-линейном законе ползучести

В рамках теории установившейся ползучести предполагается, что при
заданной температуре между скоростью деформации ползучести и напря-
жением существует определенная зависимость. В большинстве случаев для
описания этой функциональной зависимости используется либо степенной

1Степанова Лариса Валентиновна, Элекина Татьяна Борисовна
(хlst@ssu.samara.ru), кафедра математического моделирования в механике Самарского
государственного университета, 443011, Россия, Самара, ул. Акад. Павлова, 1.
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закон Бейли – Нортона, либо экспоненциальный закон. Когда применяют-
ся соотношения такого типа, оказывается, что даже для постоянной темпе-
ратуры невозможно подобрать единые константы для всего диапазона на-
пряжений, где необходимо учитывать ползучесть. В [1] указывается, что
сначала необходимо определить диапазон напряжений для каждого кон-
кретного случая и для выделенного интервала изменения напряжений по-
добрать значения показателя степени n степенного закона теории устано-
вившейся ползучести. Таким образом, оказывается, что n = n(σ), и все
преимущества, связанные с применением степенной зависимости, исчезают.
Для преодоления указанных сложностей были предложены принципиально
другие функциональные зависимости скоростей деформаций ползучести от
напряжений, в которых материальные параметры имеют четкий физиче-
ский смысл [2,3]. Опираясь на анализ экспериментальных данных для ряда
металлов, С.А. Шестериков и М.А. Юмашева показали [2], что если для
установившейся ползучести записать соотношение вида

ε̇ = B
σ − σa

σb − σ
, (1.1)

где σa – напряжение, ниже которого нет ползучести, σb – напряжение ти-
па предела прочности, то удается достаточно хорошо единой зависимостью
(1.1) описать весь диапазон изменения напряжений. Следует также отме-
тить, что, в отличие от степенной и экспоненциальной зависимостей, ис-
пользование соотношения (1.1) позволяет описать и мгновенные пласти-
ческие деформации. Действительно, условие предельного состояния σ =
= σb аналогично условию наступления пластического течения. Таким об-
разом, в предельном случае получается задача для идеально пластическо-
го материала. Следовательно, данная модель физически более обоснована
по сравнению со степенной моделью Бейли – Нортона и имеет перед ней
неоспоримые преимущества. Дробная модель [2] учитывает максимальное
предельное напряжение, характеризующее мгновенное разрушение металла
при температуре испытаний, она также может описывать линейную ползу-
честь при малых напряжениях и различие характеристик длительной проч-
ности при растяжении и сжатии. Более того, дробная модель может учиты-
вать наличие ненулевого предела ползучести, ограничивающего снизу диа-
пазон напряжений, при котором развивается процесс ползучести. В настоя-
щее время дробная модель установившейся ползучести и длительной проч-
ности является предметом многочисленных исследований [4–10]. Для каж-
дого типа определяющих уравнений необходимо разработать методы реше-
ния краевых задач при расчете элементов конструкций. Наиболее изучен-
ными являются степенной и экспоненциальный определяющие законы [11].
Поэтому интерес представляет зависимость (1.1). В данной работе изучают-
ся поля напряжений и скоростей деформаций ползучести вблизи вершины
трещины в условиях смешанного нагружения для частного случая аппрок-
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симации (1.1) – для дробно-линейного закона ползучести

ε̇ = B
σ

σb − σ
. (1.2)

В последнее время смешанное нагружение элемента конструкции с тре-
щиной, находящегося под действием сложной системы нагрузок, в условиях
пластического деформирования, ползучести, циклической нагрузки вызыва-
ет особый интерес [12, 13]. В настоящем исследовании получено приближен-
ное решение задачи о трещине, находящейся под одновременным действи-
ем растягивающей и сдвигающей нагрузки, в материале, подчиняющемся
дробно-линейному закону теории установившейся ползучести в предполо-
жении реализации плоского деформированного состояния. Вид нагружения
характеризуется параметром [14]:

Mp =
2
π

arctg
{

lim
r→0

σθθ(r, θ = 0)
σrθ(r, θ = 0)

}
, (1.3)

принимающим нулевое значение для трещины поперечного сдвига; значе-
ние, равное единице, для чистого растяжения и значение 0 < Mp < 1 для
смешанного нагружения образца с трещиной.

2. Постановка задачи

Анализ полей напряжений и скоростей деформации ползучести вблизи
вершины трещины в условиях смешанного нагружения в материале, подчи-
няющемуся дробно-линейному закону теории установившейся ползучести:

ε̇ij =
3
2

f(σe)
σe

sij , f(σe) = B
σe

σb − σe
, (2.1)

где B, σb – материальные константы, sij – девиатор тензора напряжений,
σe = (3sijsij/2)1/2 – интенсивность напряжений, приводит к необходимости
исследования системы уравнений, состоящей из уравнений равновесия

∂σrr

∂r
+

1
r

∂σrθ

∂θ
+

σrr − σθθ

r
= 0,

∂σrθ

∂r
+

1
r

∂σθθ

∂θ
+ 2

σrθ

r
= 0 (2.2)

и условия совместности деформаций, сформулированного для скоростей де-
формаций ползучести,

2
∂

∂r

(
r
∂ε̇rθ

∂θ

)
=

∂2ε̇rr

∂θ2
− r

∂ε̇rr

∂r
+ r

∂2 (rε̇θθ)
∂r2

(2.3)

в полярной системе координат с полюсом в вершине трещины.
Определяющие соотношения, связывающие скорости деформаций пол-

зучести и напряжения, замыкают сформулированную систему уравнений и
в рамках предположения о реализации плоского деформированного состо-
яния имеют вид

ε̇rr =
3
4
B

σrr − σθθ

σb − σe
, ε̇θθ =

3
4
B

σθθ − σrr

σb − σe
, ε̇rθ =

3
2
B

σrθ

σb − σe
, (2.4)
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где

σe =
√

3
2

√
(σrr − σθθ)

2 + 4σ2
rθ.

Граничные условия задачи есть условия отсутствия поверхностных уси-
лий на берегах трещины

σθθ(r, θ = ±π) = 0, σrθ(r, θ = ±π) = 0. (2.5)

По мере удаления от вершины трещины уровень напряжений снижает-
ся и, следовательно, определяющие уравнения (2.4) постулируют линейную
зависимость между скоростями деформаций ползучести и напряжениями.
Поэтому граничные условия в бесконечно удаленной точке представляют
собой условия асимптотического сближения искомого решения с решением
задачи для линейно вязкого материала:

σrr =
1√
2πr

[
CI

(
5 cos

θ

2
− cos

3θ

2

)
+ CII

(
−5 sin

θ

2
+ 3 sin

3θ

2

)]
,

σθθ =
1√
2πr

[
CI

(
3 cos

θ

2
+ cos

3θ

2

)
+ CII

(
−3 sin

θ

2
− 3 sin

3θ

2

)]
, (2.6)

σrθ =
1√
2πr

[
CI

(
sin

θ

2
+ sin

3θ

2

)
+ CII

(
cos

θ

2
+ 3 cos

3θ

2

)]
.

Вид смешанного нагружения может быть охарактеризован параметром
M lv, определяемым формулой

M lv =
2
π

arctg
∣∣∣∣ lim
r→∞

σθθ(r, θ = 0)
σrθ(r, θ = 0)

∣∣∣∣ =
2
π

arctg
∣∣∣∣
CI

CII

∣∣∣∣ , (2.7)

введенным по аналогии с упругим параметром смешанности нагруже-
ния [15].

Введение безразмерных переменных согласно равенствам

x̂ =
x

L
, ŷ =

y

L
, r̂ =

r

L
, σ̂ij =

σij√
3σb/2

, ˆ̇εij =
ε̇ij

3B/4
, L =

C∗

B
√

3σb/2
(2.8)

позволяет сформулировать систему уравнений в безразмерной форме. При
этом уравнения равновесия (2.2) и условие совместности (2.3) сохраняют
свою форму. Определяющие уравнения задачи после перехода к безразмер-
ным величинам примут вид

ε̇rr =
σ̂rr − σ̂θθ

1− σ̂e
, ε̇θθ =

σ̂θθ − σ̂rr

1− σ̂e
, ε̇rθ =

2σ̂rθ

1− σ̂e
. (2.9)

В дальнейшем для краткости знак ˆ опускается.

3. Асимптотическое решение

Для материала, следующего дробно-линейному закону ползучести,
вновь можно искать поле напряжений вблизи устья трещины в виде асимп-
тотического разложения

σij(r, θ) = σ
(0)
ij (θ) + rασ

(1)
ij (θ) + ... , σe(r, θ) = 1− rασ(1)(θ) + ... . (3.1)
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Тогда для определения функций σ
(0)
ij (θ) имеется система уравнений, сле-

дующая из двух уравнений равновесия и условия предельного состояния.
Для функций σ

(0)
ij (θ) формулируется, таким образом, краевая задача, ана-

логичная статически определимой задаче теории идеальной пластичности.
Приведем точные формулы, задающие поле напряжений в окрестности вер-
шины трещины смешанного типа в предположении реализации плоского
деформированного состояния для характерных значений параметра Mp.

Для значения Mp = 1/4 распределение напряжений в окрестности вер-
шины трещины определяется выражениями:

{ −π = θ1 6 θ 6 θ2 = −3π/4,

σ(0)
rr =

1
2

+
1
2

cos 2θ, σ
(0)
θθ =

1
2
− 1

2
cos 2θ, σ

(0)
rθ = −1

2
sin 2θ,

{
θ2 6 θ 6 θ3 = −120.89◦, σ(0)

rr = σ
(0)
θθ = θ +

1
2

+
3π

4
, σ

(0)
rθ = −1

2
,





θ3 6 θ 6 θ4 = −30.89◦,

σ(0)
rr = θ3 +

1
2

+
3π

4
+

1
2

cos 2
(

θ − θ3 +
3π

4

)
,

σ
(0)
θθ = θ3 +

1
2

+
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sin 2
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)
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(3.2)
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rr = σ
(0)
θθ = −θ +

1
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tg
π

8
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(0)
rθ =
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θ5 6 θ 6 θ6 = 133.87◦,
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rr = −θ5 +

1
2

tg
π
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1
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cos 2
(

θ − θ5 − π

4

)
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σ
(0)
θθ = −θ5 +

1
2

tg
π

8
− 1

2
cos 2

(
θ − θ5 − π

4

)
,

σ
(0)
rθ = −1

2
sin 2

(
θ − θ5 − π

4

)
.

{
θ6 6 θ 6 θ7 = π

σ(0)
rr = −1

2
− 1

2
cos 2θ, σ

(0)
θθ = −1

2
+

1
2

cos 2θ, σ
(0)
rθ =

1
2

sin 2θ.

Видно, что поле напряжений состоит из семи областей (секторов), внут-
ри которых компоненты тензора напряжений определяются различными
функциональными зависимостями. Границы введенных секторов находятся
численно из решения системы трансцендентных уравнений, выражающих
условия непрерывности компонент σrθ и σθθ через линии раздела секторов.
Можно провести сравнение приближенного аналитического решения с чис-
ленным решением задачи для материала, следующего степенному закону
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Бейли – Нортона теории установившейся ползучести в предельном случае,
когда показатель нелинейности материала неограниченно возрастает. Поле
напряжений (3.2) иллюстрирует рис. 3.1, где сплошные линии показыва-
ют точное аналитическое решение, в то время как крестики соответствуют
численному решению задачи для степенного закона теории установившейся
ползучести в предельном случае, когда показатель нелинейности стремится
к бесконечности. В ходе численного счета полагалось, что n = 300.
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Рис. 3.1. Угловое распределение компонент тензора напряжений в окрестности
вершины трещины для значения Mp = 1/4

Для значения Mp = 1/2 распределение напряжений в окрестности вер-
шины трещины определяется выражениями:

{ −π = θ1 6 θ 6 θ2 = −3π/4,

σ(0)
rr =

1
2

+
1
2

cos 2θ, σ
(0)
θθ =

1
2
− 1

2
cos 2θ, σ

(0)
rθ = −1

2
sin 2θ,

{
θ2 6 θ 6 θ3 = −5π

8
, σ(0)

rr = σ
(0)
θθ = θ +

1
2

+
3π

4
, σ

(0)
rθ = −1

2
,





θ3 6 θ 6 θ4 = −π

8
,

σ(0)
rr = θ3 +

1
2

+
3π

4
+

1
2

cos 2
(

θ − θ3 +
3π

4

)
,

σ
(0)
θθ = θ3 +

1
2

+
3π

4
− 1

2
cos 2

(
θ − θ3 +

3π

4

)
,

σ
(0)
rθ = −1

2
sin 2

(
θ − θ3 +

3π

4

)
,

(3.3)
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{
θ4 6 θ 6 θ5 = 51.15◦, σ(0)

rr = σ
(0)
θθ = −θ +

1
2
, σ

(0)
rθ =

1
2
,





θ5 6 θ 6 θ6 = 138.07◦,

σ(0)
rr = −θ5 +

1
2

+
1
2

cos 2
(
θ − θ5 − π

4

)
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(0)
θθ = −θ5 +

1
2
− 1

2
cos 2

(
θ − θ5 − π

4

)
,

σ
(0)
rθ = −1

2
sin 2

(
θ − θ5 − π

4

)
,

{
θ6 6 θ 6 θ7 = π,

σ(0)
rr = −1

2
− 1

2
cos 2θ, σ

(0)
θθ = −1

2
+

1
2

cos 2θ, σ
(0)
rθ =

1
2

sin 2θ.

Поле напряжений (3.3) иллюстрирует рис. 3.2, где сплошные линии пока-
зывают точное аналитическое решение, в то время как крестики соответ-
ствуют численному решению задачи для степенного закона теории устано-
вившейся ползучести в предельном случае, когда показатель нелинейности
стремится к бесконечности. В ходе численного счета полагалось, что n =
= 300.
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Рис. 3.2. Угловое распределение компонент тензора напряжений в окрестности
вершины трещины для значения Mp = 1/2

Для значения Mp = 3/4 распределение напряжений в окрестности вер-
шины трещины определяется выражениями:{ −π = θ1 6 θ 6 θ2 = −3π/4,

σ(0)
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1
2

+
1
2

cos 2θ, σ
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θθ =
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2
− 1

2
cos 2θ, σ

(0)
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2
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rr = σ
(0)
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4
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(0)
rθ = −1

2
,



130 Л.В.Степанова, Т.Б.Элекина
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)
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(3.4)

{
θ4 6 θ 6 θ5 = 71.89◦, σ(0)

rr = σ
(0)
θθ = −θ +

1
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8
, σ

(0)
rθ =

1
2
, (3.5)
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2
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(0)
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(0)
rθ =

1
2

sin 2θ.

Поле напряжений (3.6) изображено на рис. 3.3.
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Рис. 3.3. Угловое распределение компонент тензора напряжений в окрестности
вершины трещины для значения Mp = 3/4

Анализ полученных распределений напряжений позволяет заключить,
что поле напряжений имеет в каждом из трех случаев одинаковую струк-
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туру и, обобщая результаты, можно представить напряженное состояние в
окрестности вершины трещины для любого значения параметра Mp :

{ −π = θ1 6 θ 6 θ2 = −3π/4,
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rr =

1
2

+
1
2
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(0)
θθ =

1
2
− 1

2
cos 2θ, σ

(0)
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2
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4
+

1
2

cos 2
(

θ − θ3 +
3π

4

)
,

σ
(0)
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2
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)
,

(3.6)
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θθ = −θ +

1
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)
, σ
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+
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2
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(
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4

)
,

σ
(0)
rθ = −1

2
sin 2

(
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4

)
,

{
θ6 6 θ 6 θ7 = π,

σ(0)
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2
− 1

2
cos 2θ, σ

(0)
θθ = −1

2
+

1
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cos 2θ, σ
(0)
rθ =

1
2

sin 2θ,

где углы θ3, θ4, θ5 и θ6 определяются из решения следующих двух систем
трансцендентных уравнений:

−θ4 +
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tg
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2
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)
= θ3 +

1
2

+
3π

4
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2
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3π

4

) (3.7)
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tg
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2
Mp

)
− 1

2
cos 2

(
θ6 − θ5 − π

4

)
= −1

2
+

1
2

cos 2θ6,

−1
2

sin 2
(
θ6 − θ5 − π

4

)
=

1
2

sin 2θ6.
(3.8)

Легко проверить, что в случае, когда Mp = 1/4, решение системы урав-
нений (3.7) имеет вид (в радианах)

θ3 = −2.109942018, θ4 = −0.5391456909;
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решение системы (3.8) –

θ5 = 0.7462474719, θ6 = 2.33661944.

При Mp = 3/4 решение системы уравнений (3.7) имеет вид (в радианах)

θ3 = −1.609942018, θ4 = −0.03914569101;

решение системы (3.8) –

θ5 = 1.254775622, θ6 = 2.590883219.

Сравним полученное решение с полем напряжений в окрестности вер-
шины для материала, подчиняющегося степенному закону, связывающему
деформации и напряжения ε̇ij = 3Bσn−1

e sij/2, где B, n – постоянные ма-
териала, в предельном случае, когда n → ∞, что соответствует идеаль-
но пластическому материалу. В соответствии с подходом, реализованным в
[16–19] решение разыскивается в виде σij(r, θ) = Kr−1/(n+1)fij(θ), и для по-
лучения угловых распределений компонент тензора напряжений в непосред-
ственной окрестности вершины трещины имеется система обыкновенных
дифференциальных уравнений (или одно нелинейное обыкновенное диф-
ференциальное уравнение, если использовать функцию напряжений Эри).
Устремляя n к бесконечности (в ходе численного счета обычно полагают
n = 100, 300, 500), можно получить уже другим способом угловые распре-
деления компонент тензора напряжений (на рис. 3.1 – 3.3 точки, получен-
ные в результате численного анализа, показаны знаком ”плюс”). Сравнение
полученных угловых распределений компонент тензора напряжений пока-
зывает, что две схемы построения поля напряжений приводят к одному и
тому же результату, что служит подтверждением достоверности найденно-
го поля напряжений (3.6).

4. Поле скоростей деформаций

В силу определяющих уравнений задачи и найденного распределения
напряжений (3.5) поле скоростей деформаций ползучести задается асимп-
тотическими выражениями

−π = θ1 < θ < θ2, ε̇rr =
cos 2θ

rασ
(1)
1

, ε̇rθ = − sin 2θ

rασ
(1)
1

,

θ2 < θ < θ3, ε̇rr = 0, ε̇rθ = − 1

rασ
(1)
2

,

θ3 < θ < θ4, ε̇rr =
cos 2ϑ

rασ
(1)
3

, ε̇rθ = − sin 2ϑ

rασ
(1)
3

, ϑ = θ − θ3 + π/4,

θ4 < θ < θ5, ε̇rr = 0, ε̇rθ =
1

rασ
(1)
4

,

θ5 < θ < θ6, ε̇rr =
cos 2ϑ

rασ
(1)
5

, ε̇rθ = − sin 2ϑ

rασ
(1)
5

, ϑ = θ − θ5 − π/4,
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θ6 < θ < π, ε̇rr = − cos 2θ

rασ
(1)
6

, ε̇rθ =
sin 2θ

rασ
(1)
6

.

Для определения неизвестного показателя α можно, во-первых, обра-
титься к известным решениям задач исследования напряженно-деформи-
рованного состояния вблизи вершин трещин нормального отрыва и попе-
речного сдвига в материале с дробно-линейной моделью ползучести, в ходе
решения которых установлено, что в секторах, где ε̇rr = 0, условие совмест-
ности деформаций выполняется при любой функции σ

(1)
k , если α = 1. В си-

лу этого хотя бы в одном из двух секторов в рассматриваемом решении,
где удовлетворяется данное условие, показатель сингулярности скоростей
деформаций ползучести α должен быть равен единице. Во-вторых, угло-
вые распределения компонент тензора скоростей деформаций ползучести,
полученные для степенного закона ползучести, приведенные на рис. 4.1–4.3,
ясно указывают на то, что в двух секторах: θ2 < θ < θ3 и θ4 < θ < θ5

показатель сингулярности равен единице, тогда как в остальных областях
сингулярности поля скоростей деформаций меньше единицы. Проводя ана-
логию с ранее полученными решениями для чистого растяжения и чисто-
го сдвига образца с трещиной, можно заключить, что при −π < θ < θ2,
θ3 < θ < θ4, и θ5 < θ < π показатель сингулярности поля скоростей дефор-
маций равен 1/2.
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Рис. 4.1. Угловое распределение компонент тензора скоростей деформаций
ползучести в окрестности вершины трещины для Mp = 1/2
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Рис. 4.2. Угловое распределение компонент тензора скоростей деформаций
ползучести в окрестности вершины трещины для Mp = 1/4
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Рис. 4.3. Угловое распределение компонент тензора скоростей деформаций
ползучести в окрестности вершины трещины для Mp = 3/4

Итоговое поле скоростей деформаций ползучести вблизи вершины тре-
щины в условиях смешанного нагружения имеет вид

−π = θ1 < θ < θ2, ε̇rr =
cos 2θ

r1/2σ
(1)
1

, ε̇rθ = − sin 2θ

r1/2σ
(1)
1

,

θ2 < θ < θ3, ε̇rr = 0, ε̇rθ =
f1(θ)

r
,
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θ3 < θ < θ4, ε̇rr =
cos 2ϑ

r1/2σ
(1)
3

, ε̇rθ = − sin 2ϑ

r1/2σ
(1)
3

, ϑ = θ − θ3 + π/4,

θ4 < θ < θ5, ε̇rr = 0, ε̇rθ =
f2(θ)

r
,

θ5 < θ < θ6, ε̇rr =
cos 2ϑ

r1/2σ
(1)
5

, ε̇rθ = − sin 2ϑ

r1/2σ
(1)
5

, ϑ = θ − θ5 − π/4,

θ6 < θ < π, ε̇rr = − cos 2θ

r1/2σ
(1)
6

, ε̇rθ =
sin 2θ

r1/2σ
(1)
6

.

Полученное решение позволяет пролить свет на поле деформаций у
устья трещины в идеально пластическом материале, поскольку условие на-
ступления предельного состояния аналогично условию наступления пласти-
ческого течения Мизеса. В отличие от задач теории идеальной пластич-
ности при определении кинематики пластического течения в окрестности
вершины трещины, когда можно отыскать лишь некоторые характерные
особенности поля деформаций, в рамках настоящего подхода удается опре-
делить поле скоростей в каждом из секторов.

5. Сращивание ближнего и дальнего полей
напряженийс помощьюинвариантного интеграла

Для сращивания решения, описывающего поля напряжений и скоростей
деформаций ползучести в окрестности вершины трещины, и дальних по-
лей напряжений и скоростей деформаций можно воспользоваться инвари-
антным C∗–интегралом [18]:

C∗ =
∫

Γ

W ∗dx2 − T · ∂u̇

∂x1
ds. (5.1)

Выбирая в качестве контура интегрирования окружность радиуса r, охва-
тывающую вершину трещины, можно получить

C∗ = r

π∫

−π

[
W cos θ − T · ∂u̇

∂x1

]
dθ. (5.2)

C∗ = r

π∫

−π

{W ∗ cos θ − σrr [ε̇rr cos θ − (ε̇rθ − ω̇) sin θ]−

−σrθ [(ε̇rθ + ω̇) cos θ − ε̇θθ sin θ]} dθ, (5.3)

где

ω̇ = (1/r)vθ + (∂vθ/∂r)− (1/r)(∂vr/∂θ), W ∗ = ε̇− ln(1 + ε̇).
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При r → 0, ε̇ →∞ в соответствии с найденным решением C∗-интеграл
определяется равенством

C∗ = r

θ3∫

θ2

[W ∗ cos θ + σrrε̇rθ sin θ] dθ + r

θ5∫

θ4

[W ∗ cos θ + σrrε̇rθ sin θ] dθ =

= r

θ3∫

θ2

[ε̇ cos θ + σrrε̇rθ sin θ] dθ + r

θ3∫

θ2

[ε̇ cos θ + σrrε̇rθ sin θ] dθ =

=

θ3∫

θ2

f1(θ) (cosθ + σrr sin θ) dθ +

θ5∫

θ4

f2(θ) (cosθ + σrr sin θ) dθ = (5.4)

=

θ3∫

θ2

f1(θ)
[
cosθ +

(
θ +

1
2

+
3π

4

)
sin θ

]
dθ+

+

θ5∫

θ4

f2(θ)
[
cosθ +

(
−θ +

1
2

tg
(
Mp π

2

))
sin θ

]
dθ.

Проведенная операция сращивания позволяет построить зоны ползуче-
сти у вершины трещины (рис. 5.1).

0

1 2

2

3
3

4

4

5

5

6

6

X

X

1

2

Рис. 5.1. Конфигурации областей ползучести. Кривая 1 соответствует области
ползучести в условиях нормального растяжения, кривая 2 построена для
M lv = 3/4, кривая 3 – M lv = 0.6, 4 – M lv = 0.5, 5 – M lv = 1/4, кривая,

обозначенная цифрой 6, отвечает чистому сдвигу

Выводы

В настоящем исследовании получено приближенное аналитическое реше-
ние задачи о трещине, находящейся под действием растяжения и попереч-
ного сдвига, в материале, подчиняющемся дробно-линейному закону теории
установившейся ползучести в условиях плоской деформации. Найдены поля
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напряжений и скоростей деформаций ползучести у вершины трещины в об-
разце, подвергнутом смешанному нагружению (отрыв и поперечный сдвиг)
при различных значениях коэффициента смешанности нагружения, опреде-
ляющего вид нагружения. Показано, что поле напряжений состоит из семи
клинообразных областей, внутри которых компоненты тензора напряжений
определяются различными функциональными зависимостями. Границы сек-
торов находятся численно из решения системы трансцендентных уравне-
ний. Приведено сравнение приближенного аналитического решения с чис-
ленным решением задачи для материала, следующего степенному закону
ползучести в предельном случае, когда показатель нелинейности материала
неограниченно возрастает. Для сравнения построены угловые распределе-
ния компонент тензоров напряжений и скоростей деформаций ползучести
в материале со степенным законом для различных значений показателя
нелинейности материала. Аналитическое и численное решения совпадают,
что подтверждает достоверность результатов. В отличие от задач теории
идеальной пластичности при определении кинематики пластического тече-
ния у вершины трещины, когда можно отыскать лишь некоторые характер-
ные особенности поля деформаций, в рамках настоящего подхода удается
определить поле скоростей деформаций в каждом из секторов.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фун-
даментальных исследований (проект № 08-01-99023).
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COMBINED MODE LOADING (NORMAL TRACTURE
MODEL AND IN-PLANE SHEAR)

OF THE ELEMENT OF CONSTRUCTION WITH IN A
MATERIAL WITH THE LINEAR-FRACTIONAL CREEP

PRINCIPLE

c© 2009 L.V. Stepanova, T.B. Elekina 2

Approximate solution of the task about the crack, under synchronizing
action of tensile and shearing loading, in the material, submitting to
linear-fractional creep principle in the supposition of realization of plane
deformation state is presented. Analytical solution of the task of defining
strained deformation state in close proximity to the tip of the crack in the
specimen under synchronizing action of tensile and shearing loading for
different in value of the coefficient of the heterogeneity of loading, defining
the sort of loading is found. It is shown that the stress field consists of
six sectors inside of which the components of stress tensor are defined by
different functional dependency. The boundaries of the sectors introduced
are found numerically from the solution of the system of transcendental
equations. The comparison of the approximate analytical solution with
the numerical solution of the task for the material, sequent to the staid
law of Bail Norton of the linear-fractional creep principle in the extreme
case in the extreme case, when the index of non-linearity of the material
ultimately grows is given.

Key words and phrases: combined mode loading, coefficient of the
heterogeneity of loading, strained deformation state in close proximity to the
tip of the crack, linear — fractional creep principle.
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ПРИНЦИП СУПЕРПОЗИЦИИ РЕШЕНИЙ ДЛЯ ЗАДАЧИ
ПЛОСКОЙ ПЛАСТИЧНОСТИ

c© 2008 Л.В.Яхно1

Для системы плоской идеальной пластичности среды Мизеса рас-
сматривается принцип суперпозиции решений. Для этой системы вы-
писано новое точное решение как суперпозиция известных решений
Прандтля для сжимаемого слоя и решения для равномерно нагру-
женного кругового отверстия. Обсуждается механический смысл по-
лученного решения.

Ключевые слова: принцип суперпозиций, среда Мизеса.

1. Принцип суперпозиции решений

Известно [1], что сиcтема квазилинейных однородных уравнений двух
функций от двух независимых переменных:

a11(u1, u2)∂u1
∂x + a12(u1, u2)∂u2

∂x + b11(u1, u2)∂u1
∂y + b12(u1, u2)∂u2

∂y = 0,

a21(u1, u2)∂u1
∂x + a22(u1, u2)∂u2

∂x + b21(u1, u2)∂u1
∂y + b22(u1, u2)∂u2

∂y = 0
(1.1)

может быть линеаризована преобразованием годографа

T : x = x(u1, u2), y = y(u1, u2),

в области, где якобиан соответствующего преобразования

∆ = ∂(u1, u2)/∂(x, y)

отличен от нуля. Это преобразование меняет ролью неизвестные функции
и независимые переменные. В результате система (1.1) сводится к линейной
системе:

b12
∂x
∂u1

− b11
∂x
∂u2

− a12
∂y
∂u1

+ a11
∂y
∂u2

= 0,

b22
∂x
∂u1

− b21
∂x
∂u2

− a22
∂y
∂u1

+ a21
∂y
∂u2

= 0.
(1.2)

Назовем любое решение системы (1.1)

U = (u1(x, y), u2(x, y))

1Яхно Лилия Владимировна (iakhno@kgtei.ru), Сибирский государственный аэро-
космический университет, 660014, Россия, г. Красноярск, пр. газ. Красноярский рабо-
чий, 31.
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неособым, если его преобразование в соответствующее решение

χ = T (U) = (x(u1, u2), y(u1, u2))

линейной системы (1.2) является невырожденным.
Линейная система (1.2) допускает бесконечномерную группу симметрий

в силу принципа суперпозиции решений для линейных систем. Соответству-
ющий оператор имеет следующий вид:

X = ξ(u1, u2)
∂

∂x
+ η(u1, u2)

∂

∂y
, (1.3)

где (ξ, η) — произвольное решение системы (1.2). Этот оператор порождает
однопараметрическую группу точечных преобразований:

x′ = x + aξ, y′ = y + aη, (1.4)

где a ∈ R — групповой параметр.
Пусть χ1 = (x1(u1, u2), y1(u1, u2)) и χ2 = (x2(u1, u2), y2(u1, u2)) два реше-

ния линейной системы (1.2), которые определяют соответственно два реше-
ния U1 и U2 квазилинейной системы (1.1).

Возьмем коэффициенты оператора (1.3) как разницу двух решений χ1

и χ2:
ξ = x1 − x2, η = y1 − y2,

тогда в силу (1.4) имеем:

x = x′(u1, u2) = x2 + aξ = ax1(u1, u2) + (1− a)x2(u1, u2),
y = y′(u1, u2) = y2 + aη = ay1(u1, u2) + (1− a)y2(u1, u2),

(1.5)

что также является решением системы (1.2) как линейной комбинации двух
решений. С другой стороны, формулы (1.5) неявно определяют семейство
решений вида (u1(x, y, a), u2(x, y, a)) для системы (1.1). Заметим, что при
a = 1 решение (1.5) совпадает с решением U1; при a = 0 – с U2.

Система (1.1) автоморфна относительно группы (1.4). Это означает, что
любое неособое решение системы (1.1) может быть преобразовано в другое
неособое решение этой же системы посредством допускаемой группы точеч-
ных преобразований. Этот факт позволяет связать между собой любые два
решения U1, U2 квазилинейной системы (1.1), которые могут быть пред-
ставлены в виде χ1, χ2.

2. Плоская пластичность

Теперь построим семейство новых аналитических решений для системы
уравнений плоской идеальной пластичности среды Мизеса [2]

∂σ
∂x − 2k

(
∂θ
∂x cos 2θ + ∂θ

∂y sin 2θ
)

= 0,

∂σ
∂y − 2k

(
∂θ
∂x sin 2θ − ∂θ

∂y cos 2θ
)

= 0,
(2.1)
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где σ – гидростатическое давление, θ +π/4 – угол между главным направ-
лением тензора напряжений и осью ox.

Данная система является гиперболической и имеет два семейства харак-
теристик, удовлетворяющие уравнениям:

dy
dx = tg θ, σ

2k − θ = const = α,
dy
dx = − ctg θ, σ

2k + θ = const = β.
(2.2)

В математической теории пластичности характеристические кривые извест-
ны как линии скольжения. Вдоль первого семейства линий скольжения зна-
чение переменной α постоянно. Вдоль линий второго семейства постоянно
значение β.

Соответствущая линеаризованная система (1.2) имеет вид:

∂x
∂θ − 2k

(
∂x
∂σ cos 2θ + ∂y

∂σ sin 2θ
)

= 0,

∂y
∂θ − 2k

(
∂x
∂σ sin 2θ − ∂y

∂σ cos 2θ
)

= 0.
(2.3)

Оператор (1.3) имеет вид [3]

X = ξ(σ, θ)
∂

∂x
+ η(σ, θ)

∂

∂y
,

где (ξ, η) — произвольное решение системы (2.3).
Рассмотрим хорошо известное решение Прандтля [4], описывающее на-

пряженное состояние тонкого слоя, сжимаемого параллельными шерохова-
тыми плитами. В терминах функций σ, θ это решение имеет вид:

σ = −p1 − k x
h + k

√
1− y2

h2 ,

y = h cos 2θ,
(2.4)

где 2h – постоянная толщина слоя. Прямые y = ±h являются граница-
ми плит, p1 – постоянное значение гидростатического давления на границе
слоя при x = 0.

Другое известное точное решение [2] описывает пластическое состояние
вокруг кругового отверстия радиуса R, нагруженного равномерно распре-
деленным давлением p2 = const в отсутствие касательного напряжения:

θ = arctg y
x + π

4 = φ + π
4 ,

σ = −p2 + k + k ln x2+y2

R2 = −p2 + k + k ln r2

R2 ,
(2.5)

здесь r, φ – полярные координаты.
Соответствующие решения χ1, χ2 линейной системы (2.3) будут равны:

x1(σ, θ) = −σ h
k − p1

h
k − h sin 2θ,

y1(σ, θ) = h cos 2θ

для решения Прандтля и

x2(σ, θ) = Re
p2−k

2k cos
(
θ − π

4

)
e

σ
2k ,

y2(σ, θ) = Re
p2−k

2k sin
(
θ − π

4

)
e

σ
2k
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для кругового отверстия.

Используя соотношение (1.5), получим решение:

x = a
(−σ h

k − p1
h
k − h sin 2θ

)
+ (1− a)Re

p2−k
2k cos

(
θ − π

4

)
e

σ
2k ,

y = ah cos 2θ + (1− a)Re
p2−k

2k sin
(
θ − π

4

)
e

σ
2k .

(2.6)

Можно заметить, что при a = 0 в (2.6) имеем решение (2.5) с граничным
условием

θ|r=R = φ + π
4 ,

σ|r=R = −p2 + k,

поэтому будем искать граничную линию для решения (2.6), полагая

σ = −p1 + k, θ = φ + π/4 (2.7)

и переходя в полярные координаты. Тогда из второго соотношения (2.6)
имеем:

r = −2ah cosφ + (1− a)Re
p2−p1

2k , (2.8)

в то время как первое соотношение в (2.6) удовлетворяется тождествен-
но. Следовательно, решение (2.6) удовлетворяет граничным условиям (2.7)
вдоль границы (2.8), которая является улиткой Паскаля. Заметим, что, для
того чтобы решение имело механическую интерпретацию, значение пара-
метра a должно быть таким, чтобы улитка оставалась выпуклой.

Если в формулах (2.6) использовать α и β из (2.2), беря θ в качестве
параметра, то получим уравнения характеристик. Так, полагая σ = 2k(α+
+ θ), получим первое семейство характеристик, заданное параметрическим
уравнением:

x = −ah
(
2(α + θ) + p1

k + sin 2θ
)

+ (1− a)Re
p2−k

2k cos
(
θ − π

4

)
eα+θ,

y = ah cos 2θ + (1− a)Re
p2−k

2k sin
(
θ − π

4

)
eα+θ.

(2.9)

Придавая различные значения постоянной α, получим различные характе-
ристики первого семейства.

На рис. 2.1 изображены два семейства характеристик

φ = θ − π

4
, r = R exp

(
±θ +

p2 − k

2k
+ Ci

)
,

для решения (2.5) при p2 = k для круглого отверстия радиуса R = 2.
Деформированные линии скольжения (2.9) представлены на рис. 2.2 для
улитки Паскаля (h = 1, p1 = p2).
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Рис. 2.1. Начальные линии
скольжения (логарифмические
спирали) решения для кругового
отверстия

Рис 2.2. Преобразованные линии
скольжения решения для улитки
Паскаля

Заключение

Принцип суперпозиции решений системы плоской идеальной пластич-
ности среды Мизеса (2.1) формулируется с использованием допускаемого
оператора симметрии. Для двух известных решений — решения Прандтля
и решения для кругового отверстия — выписывается семейство новых ана-
литических решений. Основной результат состоит в использовании допус-
каемой точечной симметрии для преобразования характеристик. Это поз-
воляет эффективно определить подходящие граничные условия для полу-
ченного семейства решений.

Автор выражает глубокую благодарность С.И. Сенашову за постоянное
внимание к работе и ценные замечания.
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PRINCIPLE OF SUPERPOSITION OF SOLUTIONS FOR
THE PROBLEM OF PLANE PLASTICITY
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The principle of superposition of solutions for the system of plane
ideal plasticity of Mises media is considered. A new exact solution as a
superposition of foregone Prandtl conclusions for collapsed strata and the
solution for uniformly loaded circular aperture is issued. The mechanical
sense of the obtained solution is discussed.
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