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УДК 517.946

О НЕКОТОРЫХ НЕЛОКАЛЬНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ
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Рассмотрен вопрос о разрешимости нелокальных краевых задач
для операторно-дифференциальных уравнений первого порядка с опе-
раторами, являющимися генераторами аналитических полугрупп. По-
лучен ряд теорем о существовании и единственности решений этих за-
дач при определенных условиях на данные. Рассмотрения проходят в
пространствах Соболева-Бесова. Полученные результаты применяют-
ся к исследованию нелокальных краевых задач для параболических
уравнений и систем.

Ключевые слова: операторно-дифференциальное уравнение, нелокаль-
ная краевая задача, векторнозначное пространство Соболева-Бесова, пара-
болическое уравнение.

1. Постановка задачи

В настоящей работе мы рассматриваем нелокальные краевые задачи
для операторно-дифференциального уравнения вида

ut − Lu = f, t ∈ (0, T ), T 6∞, (1.1)

где L : E → E — плотно определенный замкнутый оператор и E — бана-
хово пространство. Такие краевые задачи возникают в механике, физике,
биологии и других естественнонаучных дисциплинах.

В простейшей ситуации нелокальные условия для уравнения (1.1) име-
ют вид [1]

u(0) = αu(T ) + u0. (1.2)

Наибольшее количество работ посвящено нелокальным краевым задачам
для параболических уравнений второго порядка [2, 10]. Наиболее общая

1Статья поддержана аналитической ведомственной целевой программой ”Развитие на-
учного потенциала высшей школы (2009–2010 годы)”, мероприятие 2 (код проекта 3443).
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тики Югорского государственного университета, 628012, Россия, г. Ханты-Мансийск,
ул. Чехова, 16.
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постановка, по-видимому, приведена в работе [3]. Здесь нелокальное усло-
вие имеет вид

u(0) = Bu+ u0, (1.3)

где B — некоторый линейный оператор. Среди работ, посвященных па-
раболическим уравнениям высокого порядка с нелокальными условиями,
отметим [15, 22], а среди работ, посвященных общим уравнениям вида
(1.1) [6–9]. Достаточно подробно (при различных предположениях на опе-
ратор L) исследованы задачи вида

u(0) =
∑n

k=1
cku(tk) + u0. (1.4)

Естественным обобщением условий (1.4) являются условия∫ T

0
u(τ)dσ(τ) = u0. (1.5)

Краевые условия (1.5) в случае кусочно-линейных функций σ рассмат-
ривались в [6]. Условия (1.5) возникают, в частности, при постановке и
исследовании обратных задач, в частности, задач с финальным переопре-
делением [23, 24].

В данной статье будет исследован вопрос об условиях однозначной раз-
решимости нелокальной краевой задачи (1.1), (1.5) с произвольной функ-
цией ограниченной вариации σ. Основными результатами работы являются
теоремы 4, 5, 6, где в первых двух устанавливаются условия разрешимости
и единственности решения задачи (1.1), (1.5) а в третьей рассматриваются
приложения результатов к параболическим уравнениям с операторнознач-
ными коэффициентами.

2. Определения и предварительные результаты

Всюду ниже считаем, что E — рефлексивное комплексное банахово
пространство. Пусть L : E → E — замкнутый линейный оператор с
плотной областью определения D(L). L(X,Y ) (X,Y — банаховы простран-
ства) — пространство линейных непрерывных операторов, определенных на
X со значениями в Y . Если X = Y , то полагаем L(X,Y ) = L(X). Че-
рез σ(L), ρ(L) обозначим спектр и резольвентное множество оператора L.
Определим пространства Lp,tδ0 (0, T ;E) как пространства сильно измеримых
функций, определенных на отрезке [0, T ] со значениями в E таких, что
‖u‖pL

p,tδ0
(0,T ;E) =

∫ T
0 tδ0p‖u(t)‖pEdt < ∞. В случае δ0 = 0 обозначаем это

пространство через Lp(0, T ;E). Далее символом ‖ · ‖q обозначаем норму
в Lq(0, T ;E). Обычным образом определяем также пространства Соболева
W s
p (0, T ;E) [5].
Определение 1. Оператор L называется позитивным, если интервал

(−∞, 0] принадлежит резольвентному множеству ρ(L) оператора L и суще-
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ствует число C > 0 такое, что

‖(L− tI)−1‖ 6 C/(1 + |t|), t ∈ (−∞, 0]. (2.1)

Пусть оператор L таков, что для некоторого ϕ ∈ R оператор e−iϕL позити-
вен. Назовем такое значение ϕ допустимым. Обозначим через 〈·, ·〉 отноше-
ние двойственности между E и сопряженным пространством E∗ и через L∗

сопряженный к L оператор. Положим Hk = D(Lk) (k > 0). Пространство
Hk при k < 0 [16, §5] можно определить как двойственное пространство к
D((L∗)−k), норма в котором определяется равенством

‖u‖Hk = sup
v∈D((L∗)−k)

|〈u, v〉|/‖v‖D((L∗)−k).

Эта норма совпадает с нормой ‖Lku‖0 = ‖u‖Hk , и пространство Hk мо-
жет быть определено также как пополнение H0 = E по этой норме. С по-
мощью метода вещественной интерполяции построим пространство Bs

q =
= (Hm, Hk)θ,q, где 1 < q <∞, k < s < m и θ = m−s

m−k .
По-видимому, впервые эти пространства были построены и описаны в

[5, § 1.14, § 1.15.4; 16, § 5]. По построению L изоморфно отображает Hk

на Hk−1, и тогда в силу обычных свойств интерполяционных пространств
L будет изоморфно отображать Bs

q на Bs−1
q .

Утверждение 1. Определение пространств Bs
q корректно и не зависит

от m, k. Пространство Hk при k > s плотно в Bs
q и в Hl при l < k. Кроме

того, выполняются следующие равенства:

(Bs0
q0 , B

s1
q1 )θ,q = Bs

q , (Bs0
q , Hs1)θ,q = Bs

q , (2.2)

где s = (1− θ)s0 + θs1, θ ∈ (0, 1) и 1
q = 1−θ

q0
+ θ

q1
(1 < qi <∞, i = 0, 1).

Утверждение 2. Норма в пространстве Bs
q при s > 0 эквивалентна

норме
‖u‖Bsq = ‖ts−k−

1
q [L(L+ teiϕ)−1]lLku‖Lq(0,∞;E), (2.3)

где l > s − k, 0 6 k < s, k, l ∈ N, а при s 6 0 норме ‖u‖Bsq =
= ‖L−mu‖Bs+mq

(m > −s). Нормы (2.3), отвечающие различным допусти-
мым значениям ϕ, эквивалентны.

Первое утверждение содержится [5, § 1.14; 16, § 5]. Второе имеется
в [16]. Оно также вытекает из теоремы [5, § 1.14.3] и того факта, что про-
странства Bs

q , отвечающие операторам e−iϕL при различных ϕ, совпадают.
Определение 2. Банахово пространство E называется ζ-выпуклым, ес-

ли существует симметричная вещественнозначная функция ζ(u, v), кото-
рая выпукла по каждому аргументу и удовлетворяет условию ζ(0, 0) > 0,
ζ(u, v) 6 ‖u+ v‖ для всех u, v ∈ E : ‖u‖ = ‖v‖ = 1.

Другое название этого класса пространств — UMD-пространства или
HT-пространства (см. свойства этих пространств, например, в [12, 22]).

Определение 3. Семейство операторов τ ⊂ L(X,Y ) (X,Y — банаховы
пространства) называется R-ограниченным, если для некоторого p ∈ [1,∞)
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и некоторой постоянной cp > 0 справедливо неравенство (см. [13])∥∥∥ N∑
i=1

riTixi

∥∥∥
Lp(0,1;Y )

6 cp

∥∥∥ N∑
i=1

rixi

∥∥∥
Lp(0,1;X)

для всех N , T1, T2, . . . , TN ∈ τ и x1, x2, . . . , xN ∈ X, где ri(t) =
= sgn sin(2iπt) — функции Радемахера на отрезке [0,1].

Отметим, что условие R-ограниченности не зависит от p (см. [19]).
Для данного числа α ∈ R через [α] и {α} обозначим целую и дробную

часть числа α соответственно.

3. Вспомогательные результаты

Рассмотрим данные Коши

u|t=0 = u0. (3.1)

Считаем, что оператор L из (1.1) — замкнутый линейный неограничен-
ный оператор, такой, что для некоторого θ ∈ (π/2, π) Sθ = {z ∈ C :
|argz| 6 θ} ⊂ ρ(L) и

‖(L− λ)−1‖ 6 c/(1 + |λ|), ∀λ ∈ Sθ. (A)

Положим γ1 = {reiθ : r ∈ (ε,∞)}, γ2 = {re−iθ : r ∈ (ε,∞)}, γ3 = {εeiϕ :
|ϕ| > θ}, где параметр ε выбран таким, что {z ∈ C : |z| 6 ε} ⊂ ρ(L),
γθ = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3. Далее символом ‖ · ‖ обозначаем норму в E, а через
Bs
q пространства, построенные по оператору L, удовлетворяющему условию

(A). Справедлива следующая теорема. Всюду далее считаем, что q ∈ (1,∞).
Теорема 1. Пусть выполнено условие (A), f ∈ Lq(0, T ;Bs

q) и u0 ∈
∈Bs+1−1/q

q . Тогда существует единственное решение u(t) задачи Коши (1.1),
(3.1) такое, что u(t) ∈ W 1

q (0, T ;Bs
q), u(t) ∈ Lq(0, T ;Bs+1

q ), и справедлива
оценка

‖u‖W 1
q (0,T ;Bsq) + ‖u‖Lq(0,T ;Bs+1

q ) 6 C(‖f‖Lq(0,T ;Bsq) + ‖u0‖Bs+1−1/q
q

).

Доказательство. При s ∈ (0, 1) теорема вытекает из [11, теорема
4.15]. При s 6= [s], s∈(0, 1), теорема — следствие этого результата и эк-
вивалентности норм ‖u‖Bsq и ‖L[s]‖

B
s−[s]
q

. Действительно, пусть v — реше-

ние задачи (1.1), (3.1) с данными L[s]f, L[s]u0 из класса W 1
q (0, T ;Bs−[s]

q )∩
∩Lq(0, T ;Bs+1−[s]

q ). Тогда функция u = L−[s]v есть решение задачи (1.1),
(3.1) из нужного класса с данными f, u0. Пусть s — целое. Найдем дроб-
ные s1, s2 : s1 < s < s2. По доказанному, отображение S сопоставляет
данным (u0, f) решение u(t) задачи (1.1), (3.1) и рассматривается как ото-
бражение из B

si+1−1/q
q × Lq(0, T ;Bsi

q ) = Xi (i = 1, 2) в Lq(0, T ;Bsi+1
q ) =

= Yi, а также оно непрерывно. Тогда S ∈ L(X1, Y1), S|X2 ∈ L(X2, Y2) и
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по [5, теорема 1.3.3] S|(X1,X2)θ,q ∈ L((X1, X2)θ,q, (Y1, Y2)θ,q), (θ ∈ (0, 1)). Вы-
брав θ ∈ (0, 1) : s1(1 − θ) + s2θ = s, получим, что S — непрерывное отоб-
ражение Bs+1−1/q

q ×Lq(0, T ;Bs
q) в Lq(0, T ;Bs+1

q ). Отметим, что (Y1, Y2)θ,q =
= Lq(0, T ;Bs+1

q ) [5, теорема 1.1.2]. Поскольку построенная функция u одно-
временно является решением задачи, то непосредственно из уравнения (1.1)
получим, что ut ∈ Lq(0, T ;Bs

q), и справедлива соответствующая оценка.
Положим ϕ(λ) =

∫ T
0 eλtdσ(τ). Предположим, что

∃ δ0 > 0, β 6 0 : |ϕ(λ)| > δ0|λ|β, λ ∈ C\Sθ. (B)

Лемма 1. Если выполнено условие (B), то для любой функции f ∈
∈ Lq(0, T ;E) и λ ∈ C \ Sθ задача ut − λu = f,

∫ T
0 udσ(τ) = 0 имеет един-

ственное решение и найдется γ ∈ [β, 0] такое, что справедлива оценка

‖u‖q = ‖(∂t − λ)−1f‖q 6 C‖f‖q/|λ|1+γ .

Доказательство. Рассмотрим задачу с параметром

ut − λu = f,

∫ T

0
u(τ)dσ(τ) = 0, λ ∈ C \ Sθ.

Решение этой задачи существует и единственно и представлено в виде

u(t) =
∫ t

0
eλ(t−ξ)f(ξ)dξ − eλt

∫ T

0

∫ t

0
eλ(t−ξ)f(ξ)dξdσ(t)

/∫ T

0
eλτdσ(τ).

Утверждение леммы легко вытекает из условия (B) и этого представления.
Далее, для удобства читателя мы приведем теорему 3.2 из работы [20].

Она используется при доказательстве теоремы 5. Вместо условия (A) будем
использовать здесь условие R-ограниченности: для некоторого θ ∈ (π/2, π)

Sθ ⊂ ρ(L) и семейство {λ(L− λ)−1 : λ ∈ Sθ} R− ограничено. (C)

Теорема 2. Пусть E — ζ-выпуклое банахово пространство и выполнено
условие (C). Тогда для любых функций f ∈ Lq,t1−µ(0, T ;E), u0 ∈ B

µ−1/q
q

с µ ∈ (1/q, 1] сущеcтвует единственное решение задачи Коши (1.1), (3.1)
такое, что

u ∈ Lq,t1−µ(0, T ;D(L)), ut ∈ Lq,t1−µ(0, T ;E).

4. Основные результаты

Вначале рассмотрим задачу (1.1), (1.5) в случае f = 0. Следующая тео-
рема — обобщение из работы [21, теорема 5.4, гл. 1].

Теорема 3. Пусть f = 0, u0 ∈ Bs
q , и выполнены условия (A), (B). Тогда

существует единственное решение задачи (1.1), (1.5) такое, что

u ∈W 1
q (0, T ;Bs−1+γ+1/q

q ) ∩ Lq(0, T ;Bs+γ+1/q
q ).

Решение u бесконечно дифференцируемо при t > 0, и справедливы вклю-
чения

u(i)tδ0 ∈ Lq(0, T ;Bs−i+δ0+γ+1/q
q ) при δ0 > −1/q,
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u(i)tδ0 ∈ C([0, T ];Bs−i+δ0+γ
q ) при δ0 > 0

и оценки

‖u(i)tδ0‖
Lq(0,T ;B

s−i+δ0+γ+1/q
q )

6 C1‖ϕ‖Bsq , δ0 > −1/q,

‖u(i)tδ0‖
C([0,T ];B

s−i+δ0+γ
q )

6 C1‖ϕ‖Bsq , δ0 > 0,

где C1 — некоторая постоянная, зависящая от i, δ0 и постоянной из (А).
Доказательство. Без ограничения общности можем считать, что

u0 ∈D(Lk) с k = [s] + 2, иначе приблизим u0 такими функциями. Получен-
ные ниже оценки позволяют обосновать предельный переход. Рассмотрим
интеграл

u(t) =
1

2πi

∫
γθ

eλt
(L− λ)−1Lku0

ϕ(λ)λk
dλ, где k = [s] + 2. (4.1)

Бесконечная дифференцируемость функции u(t) вытекает из нор-
мальной сходимости интеграла и интегралов, полученных формальным
дифференцированием подынтегрального выражения. Используя равен-
ство (L− λ)−1L = I + λ(L− λ)−1 и теорему Коши в (4.1), легко увидеть,
что при t > 0 и любом целом i > 0

u(t) =
1

2πi

∫
γθ

eλt
(L− λ)−1Lk−iu0

ϕ(λ)λk−i
dλ. (4.2)

Поскольку подынтегральное выражение принадлежит D(Li) и соответ-
стветствующий интеграл нормально сходится, то u(t) ∈ D(Li) при любом
t > 0 и любом i. Мы имеем

u(i)(t) =
1

2πi

∫
γθ

eλt
(L− λ)−1Lk−ju0

ϕ(λ)λk−j−i
dλ, i = 0, 1, 2, ..., j 6 k. (4.3)

Легко проверить, используя теорему Коши и резольвентное тождество
Гильберта

(L− µ)−1(L− λ)−1 =
(L− λ)−1 − (L− µ)−1

λ− µ
,

что функция u(t) есть решение уравнения (1.1), удовлетворяющее условию
(1.5). Получим оценки, которые и гарантируют утверждение теоремы. По-
ложим k0 = [s + γ + δ0 + 1/q], γ0 = {s + γ + δ0 + 1/q}, k1 = [s], γ1 = {s},
m = k1−k0+1, δ0 ∈ (−1/q,∞). Считаем вначале, что γ0, γ1 ∈ (0, 1). Возьмем
υ = Lk0−iu(i), ψ = Lk0u0. Используя (4.2), (4.3), имеем, что

υ(t) =
1

2πi

∫
γθ

eλt
(L− λ)−1Lmψ

ϕ(λ)λm
dλ.
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Применим (L−µ)−1 (µ > 0) к v(t) и используем резольвентное тожде-
ство Гильберта. Используя теорему Коши, имеем

(L− µ)−1v =
1

2πi

∫
γθ

eλt
(L− λ)−1Lm−1ψ

ϕ(λ)λm−1(λ− µ)
dλ.

Теперь применим оператор

L(L− µ)−1v =
1

2πi

∫
γθ

eλt
L(L− λ)−1Lm−1ψ

ϕ(λ)λm−1(λ− µ)
dλ.

Оценим полученное выражение

‖L(L− µ)−1v(t)‖ 6
1

2πi

3∑
i=1

∫
γi

|eλt|‖L(L− λ)−1Lm−1ψ‖
|ϕ(λ)||λm−1||λ− µ|

|dλ|. (4.4)

Оценим, например, первое слагаемое в (4.4). Имеем

I1 =
1

2π

∫
γ1

|eλt|‖L(L− λ)−1Lm−1ψ‖
|ϕ(λ)||λm−1||λ− µ|

|dλ| 6 C0

∫ ∞
ε

ercosθt
‖L(L− reiθ)−1Lm−1ψ‖

rm−1+γ(r + µ)
dr.

Сделав замену переменных r = µy, dr = µdy, получим

I1 6 C0

∫ ∞
ε/µ

eµycosθt
‖L(L− µyeiθ)−1Lm−1ψ‖
|µ|m−1+γym−1+γ(1 + y)

dy.

Умножим обе части этого неравенства на tδ0 и возьмем норму в Lq(0, T ).
Применив неравенство Минковского, получим

‖tδ0I1‖Lq(0,T ) 6 C0

∫ ∞
ε/µ

(∫ T

0
tδ0qeµycosθtqdt

)1/q ‖L(L− µyeiθ)−1Lm−1ψ‖
|µ|m−1+γym−1+γ(1 + y)

dy.

Поскольку
(∫∞

0 tδ0qeµycosθtq dt
) 1
q = C1(yµ)−δ0−

1
q , то

‖tδ0I1‖Lq(0,T ) 6 C2

∫ ∞
ε/µ

‖L(L− µyeiθ)−1Lm−1ψ‖
|µ|m−1+γ+δ0+1/q|y|m−1+γ+δ0+1/q(1 + y)

dy.

Так как степень m− 1 + γ + δ0 + 1/q < 1, можем записать, что

‖tδ0I1‖Lq(0,T ) 6 C2

∫ ∞
0

‖L(L− µyeiθ)−1Lm−1ψ‖
|µy|m−1+γ+δ0+1/q(1 + y)

dy.

Теперь умножим обе части неравенства на µγ0−1/q и берем норму в
Lq(0,∞) по переменной µ. Тогда получим

‖µγ0−1/q‖tδ0I1‖Lq(0,T )‖Lq(0,∞) 6 C3

∫ ∞
0

1
1 + y

×

×
(∫ ∞

0
µγ0q−1(µy)q(1−m−γ−δ0)−1‖L(L− µyeiθ)−1Lm−1ψ‖qdµ

)1/q
dy.
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После замены переменных µ = ξ
y , dµ = dξ

y получим

‖µγ0−1/q‖tδ0I1‖Lq(0,T )‖Lq(0,∞) 6

6 C3

∫ ∞
0

1
1 + y

(∫ ∞
0

ξγ0q−1+q(1−m−γ−δ0)

yγ0q
‖L(L− ξeiθ)−1Lm−1ψ‖qdξ

)1/q
dy 6

6 C4

(∫ ∞
0

ξq(γ0−δ0−γ−m−1/q+1)‖L(L− ξeiθ)−1Lm−1ψ‖q dξ
ξ

)1/q
,

где C4 = C3

∫∞
0

y−γ0
1+y dy. Используя утверждение 2, получим оценку

‖µγ0−1/q‖tδ0I1‖Lq(0,T )‖Lq(0,∞) 6 C4‖Lm−1ψ‖Bγ1q = C4‖ϕ‖Bsq .

Аналогично получим оценку для второго слагаемого:

‖µγ0−1/q‖tδ0I2‖Lq(0,T )‖Lq(0,∞) 6 C3‖ϕ‖Bsq .

Оценим последнее слагаемое:

I3 =
1

2πi

∫
γ3

|eλt|‖L(L− λ)−1Lm−1ψ‖
|ϕ(λ)||λm−1||λ− µ|

|dλ| 6

6 C0

∫ 2π−θ

θ
eεcosϕt

‖L(L− εeiϕ)−1Lm−1ψ‖
εm−1+γ(ε+ µ)

dϕ.

Отсюда получим, что

‖tδ0I3‖Lq(0,T ) 6 C(ε)‖Lm−1ψ‖/(1 + µ).

Умножив это неравенство на µγ0−1/q и оценив, мы имеем:

‖µγ0−1/q‖tδ0I3‖Lq(0,T )‖Lq(0,∞) 6 C‖µ
γ0−1/q

1 + µ
‖Lq(0,∞)‖Lm−1ψ‖ =

= C‖µ
γ0−1/q

1 + µ
‖Lq(0,∞)‖Lm−1+k0ϕ‖ = C1‖Lk1ϕ‖ 6 C2‖ϕ‖Bsq ,

‖µγ0−1/q‖L(L− µ)−1v(t)‖q‖Lq(0,∞) 6 C‖ϕ‖Bsq .
Используя утверждение 2, получим

‖tδ0υ(t)‖Lq(0,T ;B
γ0
q ) = ‖µγ0−

1
q ‖tδ0L(L− µ)−1v(t)‖q‖Lq(0,∞) 6 C‖ϕ‖Bsq .

Так как по условию v(t) = Lk0−iu(i)(t), то мы имеем

‖tδ0u(i)(t)‖
Lq(0,∞;B

s+γ+δ0+1/q−i
q )

6 C‖ϕ‖Bsq , (4.5)

где C не зависит от ϕ. Оценки вида (4.4), (4.5) справедливы для любого
i при δ0 > −1

q и позволяют сказать, что оператор u0 → u(t) допускает
замыкание.

Единственность решения задачи (1.1), (1.5) доказывается точно так же,
как и в [18, теорема 3.1].

Пусть теперь s произвольное число (возможно, что s = [s]). Существу-
ют числа s1 < s < s2 такие, что [s1] 6= s1, [s2] 6= s2, а также [si+γ+δ0 + 1

q ] 6=
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6= si+γ+δ0 + 1
q , где i = 1, 2. Рассмотрим линейный оператор S : u0 → u(j)tδ0 .

Пусть Xi = Lq(0, T ;B
si+γ+δ0+ 1

q
−j

q ). По доказанному S ∈ L(Bsi
q , Xi), где i =

= 1, 2 и, в частности, S ∈ L(Bs1
q + Bs2

q , X1 + X2). По интерполяционному
свойству: S ∈ L(Bs2(1−θ)+s1θ

q , (X2, X1)θ,q), s2(1−θ)+s1θ = s (см. [5, п. 1.1.1,

теорема 1.3.3]). Известно, что (X1, X2)θ,q = Lq(0, T ;B
s+γ+δ0+ 1

q
−j

q ) (см. [5, тео-

рема 1, § 1.1.2]). Таким образом, S|Bsq ∈ L(Bs
q ;Lq(0, T ;B

s+γ+δ0+ 1
q
−j

q )). Оцен-
ки функции u(i)tδi в C([0, T ];Bs

q) проводятся аналогично.
Следствие 1. Отображение u0 = u(0) → ϕ =

∫ T
0 u(τ)dσ(τ), где u —

решение уравнения (1.1) с f = 0 как отображение из Bs+1−1/q
q в B

s+1−1/q
q ,

s ∈ R, непрерывно и взаимнооднозначно. Обратное отображение ϕ =
=
∫ T

0 u(τ)dσ(τ) → u0 = u(0) непрерывно как отображение из B
s+1−γ−1/q
q

в B
s+1−1/q
q .
Доказательство. Пусть u0 = u(0) ∈ B

s+1−1/q
q . Тогда по теореме 1

u ∈ Lq(0, T ;Bs+1
q ), ut ∈ Lq(0, T ;Bs

q) и следовательно, u ∈ C([0, T ];Bs+1−1/q
q )

(это следствие из [5, теорема 1.8.3]. Тогда интеграл
∫ T

0 u(τ)dσ(τ) нормально
сходится в B

s+1−1/q
q , и имеем оценку

‖
∫ T

0
u(τ)dσ(τ)‖

B
s+1−1/q
q

6 ‖u‖
C([0,T ];B

s+1−1/q
q )

∨T0 σ(τ).

Обратное утверждение вытекает из теоремы 3 и работы [5, теорема 1.8.3].
Теорема 4. Пусть выполнены условия (A), (B), u0 ∈ B

s+1−γ−1/q
q и

f ∈ Lq(0, T ;Bs−γ
q ), где параметр γ определен в лемме 1. Тогда существует

единственное решение задачи (1.1), (1.5) такое, что u ∈ Lq(0, T ;Bs+1
q ), ut ∈

∈ Lq(0, T ;Bs
q), и справедлива оценка

‖ut‖Lq(0,T ;Bsq) + ‖u‖Lq(0,T ;Bs+1
q ) 6 C‖f‖Lq(0,T ;Bs−γq ). (4.7)

Доказательство. Имеем задачу

ut − Lu = f,

∫ T

0
u(τ)dσ(τ) = u0.

Решение этой задачи имеет вид u = u1 + u2, где u1, u2 есть решения
задач:

u1t − Lu1 = f, u1|t=0 = 0, (4.8)

u2t − Lu2 = 0,
∫ T

0
u2dσ(τ) = u0 −

∫ T

0
u1dσ(τ). (4.9)

Из теорем 1, 3 получим, что функции u1, u2 принадлежат нужному клас-
су, и имеет место теорема единственности.

Теорема 5. Пусть E — ζ-выпуклое пространство и выполнены условия
(B), (C). Тогда для f ∈ Lq,t1−µ(0, T ;E), u0 ∈ Bµ−1/q

q (µ ∈ (1/q, 1]) существу-
ет единственное решение задачи (1.1), (1.5) такое, что при γ < 0 ut ∈
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∈ Lq,t1−µ(0, T ;Bγ
q ), u ∈ Lq,t1−µ(0, T ;Bγ+1

q ) и при γ = 0 ut ∈ Lq,t1−µ(0, T ;E),
u ∈ Lq,t1−µ(0, T ;D(L)). Решение представимо в виде u = u1 + u2, где
u1t, Lu1 ∈ Lq,t1−µ(0, T ;E), u2t, Lu2 ∈ Lq,t1−µ(0, T ;Bγ

q ), причем функция u2

бесконечно дифференцируема при t > 0 и u
(i)
2 tδ0 ∈ Lq(0, T ;Bµ+γ−i+δ0

q ) (δ0 >
> −1/q, i = 0, 1, 2, ...). Если γ+µ ∈ (1/q, 1], то u2t, Lu2 ∈ Lq,t1−(µ+γ)(0, T ;E).

Доказательство. Рассмотрим задачу

ut − Lu = f,

∫ T

0
u(τ) dσ(τ) = u0.

Ищем решение нашей задачи в виде u = u1 +u2, где u1 — решение задачи

u1t − Lu1 = f, u1|t=0 = 0. (4.10)

Пусть f ∈ Lq,t1−µ(0, T ;E). Тогда, в силу теоремы 2, существует единствен-
ное решение задачи (4.10) такое, что u1t, Lu1 ∈ Lp,t1−µ(0, T ;E), и, следо-
вательно, возможны изменения на множестве меры нуль, u1 ∈ C([0, T ];
B
µ−1/q
q ) (см. [20, предл. 3.1] и [5, теорема 1.8.3]). Отсюда вытекает, что∫ T

0 u1 dσ(t) ∈ Bµ−1/q
q . Функция u2 = u− u1 есть решение задачи:

u2t − Lu2 = 0,
∫ T

0
u2(τ) dσ(τ) = u0 −

∫ T

0
u1(τ) dσ(τ) = ũ0. (4.11)

Из этого равенства и условий теоремы получим, что ũ0 ∈ Bµ−1/q
q . Исполь-

зуя теорему 3, получим, что существует решение u2 задачи (4.11) из класса

u2t, Lu2 ∈ Lq(0, T ;Bµ+γ−1
q ).

Функция u2 бесконечно дифференцируема при t > 0 и

u2t, Lu2 ∈ Lq,tδ0 (0, T ;Bµ+γ−1+δ0
q ), δ0 > −1/q, i = 0, 1, 2, ... (4.12)

В частности, при δ0 = 1− µ получим, что u2t, Lu2 ∈ Lq,t1−µ(0, T ;Bγ
q ).

Если γ < 0, то в силу вложения E ⊂ Bγ имеем, что ut, Lu ∈
Lq,t1−µ(0, T ;Bγ

q ). Пусть γ + µ ∈ (1/q, 1]. Рассмотрим задачу

ut − Lu = 0, u|t=0 = u2(0). (4.13)

Как вытекает из работы [5, теорема 1.8.3], u2(0) ∈ B
γ+µ−1/q
q . По тео-

реме 2 существует единственное решение ũ2 этой задачи такое, что
ũ2t, Lũ2 ∈ Lq,t1−(µ+γ)(0, T ;E). В силу (4.9) при δ0 = 1 − µ − γ

u2t, Lu2 ∈ Lq,t1−(µ+γ)(0, T ;B0
q ). В частности, имеем, что u2t, ũ2t, Lu2, Lũ2 ∈

Lq,t1−(µ+γ)(0, T ;B−εq ) для всех ε > 0. Покажем, что u2 = ũ2. Фиксируем
ε > 0 и рассмотрим оператор L как неограниченный оператор из B−εq в B−εq
с областью определения B1+ε

q . Оператор L обладает тем свойством, что
Sθ ∈ ρ(L). Покажем, что выполнено условие (C). Мы сделаем это для про-
извольного пространства Bs

q . Имеем, что для всех λ1, λ2, ..., λN ∈ Sθ

‖
N∑
i=1

ri(t)Tixi‖Lq(0,1;E) 6 cq‖
N∑
i=1

ri(t)xi‖Lq(0,1;E), (4.14)
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где Ti = λi(L− λi)−1, xi ∈ E (i = 1, 2, ..., N). Постоянная cq не зависит от
чисел λi, N и элементов xi.

Покажем, что (4.14) справедливо, если мы заменим пространство
Lq(0, 1;E) пространством Lq(0, 1;Bs

q) (а нам необходимо рассмотреть слу-
чай s = −ε). Тем самым мы покажем, что условие (C) выполнено для
оператора L : B−εq → B−εq . Воспользуемся утверждением 2. Имеем (l > s−
− k, k < s)

‖
N∑
i=1

ri(t)Tixi‖qLq(0,1;Bsq) =

1∫
0

∞∫
0

µ
(s−k− 1

q
)q‖(L(L+µeiϕ)−1)lLk(

N∑
i=1

riTixi)‖qEdµdt =

=
∫ ∞

0
µ(s−k−1/q)q

∫ 1

0
‖

N∑
i=1

ri(t)Tiyi)‖qEdt
dµ

µ
,

где yi = (L(L+ µeiϕ)−1)lLkxi, из условия (C) вытекает, что последний ин-
теграл оценивается через

cqq

∫ ∞
0

µ(s−k)q

∫ 1

0
‖

N∑
i=1

ri(t)yi)‖qEdt
dµ

µ
= cqq‖

N∑
i=1

ri(t)xi)‖Lq(0,1;Bsq).

Здесь мы дважды воспользовались теоремой Фубини. Таким образом,

‖
N∑
i=1

ri(t)Tixi‖Lq(0,1;Bsq) 6 cq‖
N∑
i=1

ri(t)xi‖Lq(0,1;Bsq),

а значит, условие (C) выполнено. Применяя теорему 2, где E = B−εq , полу-
чим u2 = ũ2. Таким образом, при γ+µ ∈ (1/q, 1] u2t, Lu2 ∈ Lq,t1−(µ+γ)(0, T ;E).
В частности, при γ = 0 имеем, что u2t, Lu2 ∈ Lq,t1−µ(0, T ;E). Покажем един-
ственность решения. При γ = 0 единственность вытекает из теоремы 2. Ес-
ли γ < 0, то берем в качестве пространства E пространство Bγ

q . Условия
теоремы 2 будут выполнены, как это следует из вышеприведенных рассуж-
дений. Тогда единственность вытекает из теоремы 2.

5. Некоторые приложения

Пусть E — некоторое ζ-выпуклое банахово пространство. Рассмотрим
эллиптический дифференциальный оператор

A(x,D) =
∑
|α|62m

aα(x)Dα,

где D = −i(∂x1 , ∂x2 , ..., ∂xn), а область определения состоит из функций

D(A) = {u ∈W 2m
q (G;E) : Bju =

∑
|β|6mj

bjβ(x)Dβu|Γ = 0, j = 1, 2, ...,m},

Γ = ∂G. Пространства Бесова Bs
q,p(G;E) определяются обычным образом

(см. например [7, 13, 14, 16, 19, 22]). По определению мы имеем, что
Bs
q,q(G;E) = W s

q (G;E) при s 6= [s].
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Считаем, что коэффициенты aα, bjβ и граница Γ обладают свойствами:

aα ∈ C(G;L(E)), |α| = 2m, bjβ ∈ C2m−mj (Γ;L(E)), (mj < 2m),
Γ ∈ C2m, aα(x) ∈ L∞(G;L(E)) + Lrk(G;L(E))

(rk > q, 2m− k > n
rk

), |α| < 2m.
(5.1)

Мы используем стандартное условие эллиптичности с параметром [12]:
рассмотрим отображение A0(x, ξ) =

∑
|α|=2m

aα(x)ξα ∈ B(E) (x ∈ G) и пред-

положим, что

∃φA ∈ (0, π2 ) : σ(A0(x, ξ)) ⊂ SφA = {z ∈ C : | arg z| < φA},
C\SφA ⊂ ρ(A0(x, ξ)), ∀ξ ∈ Rn, x ∈ G. (5.2)

Положим Bj0 =
∑
|β|=mj

bjβ(x)Dβ, x0 ∈ Γ.

Система координат y, полученная из исходной при помощи ортогональ-
ного преобразования и переноса начала координат, такая, что ось yn на-
правлена по нормали к Γ в точке x0, и оси yi при i < n лежат в касатель-
ной плоскости к Γ в точке x0 называется локальной системой координат.

Условие дополнительности имеет вид: для любой точки x0 ∈ Γ в локаль-
ной системе координат y, отвечающей произвольной точке x0 ∈ Γ, краевая
задача

(λ+A0(x0, ξ
′
, Dn))υ(yn) = 0, Bj0(x0, ξ

′
, Dn))υ(0) = hj , (j = 1, 2, ...,m) (5.3)

имеет единственное убывающее на бесконечности решение из C(R+;E) для
всех ξ

′ ∈ Rn−1, hj ∈ R и λ ∈ Sπ−φA таких, что |ξ′ | + |λ| 6= 0. Операторы
A0, Bj0 в (5.3) записаны в локальной системе координат y.

Опишем пространство Bs
q . Пусть выполнены условия (5.1)–(5.3) и

s∈ (0, 1). Если E = R или E = C и коэффициенты операторов Bj и граница
∂G достаточно гладкие, то (см. [5, § 4.3.3.]) Bs

q = {u ∈ B2ms
q,q (G) : Bju|Γ =

= 0, mj < 2ms− 1
q ,

∫
G

|Bju|q
ρ(x) dx <∞, mj = 2ms− 1

q}, где ρ(x) = dist(x, ∂G)

(считаем в случае mj = 2ms− 1
q , что коэффициенты оператора Bj допуска-

ют продолжение внутри области G с сохранением класса). В нашем наибо-
лее общем случае вопрос об описании пространств Bs

q не исследован, одна-
ко, как вытекает из результатов работы [16, 17], справедливы соотношения:

◦
B

2ms
q,q (G;E) ⊂ Bs

q ⊂ B2ms
q,q (G;E), (5.4)

B2ms
q,q (G;E) = Bs

q =
◦
B

2ms
q,q при 0 < 2ms < 1/q, (5.5)

где
◦
B s
q,q(G;E) = C∞0 (G;E) (замыкание берется в норме соответствующего

пространства).
Рассмотрим краевую задачу для параболического уравнения

ut − Lu = f, L = −A(x,D), (x, t) ∈ Q = G× (0, T ),
Bju|Γ×(0,T ) = 0, j = 1, 2, ..., n,

(5.6)
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с нелокальным условием ∫ T

0
u(τ)dσ(τ) = u0. (5.7)

Дополнительно мы предположим, что справедливо условие

для некоторого θ такого, что θ ∈ (π/2, π), Sθ ⊂ ρ(L). (5.8)

Как показано в работе [12], при выполнении условий (5.1)–(5.3), (5.8)
оператор L удовлетворяет условию (C).

Теорема 6. Пусть выполнены условия (5.1)–(5.3), (5.8) и условие (B).
Тогда для любой f ∈ Lq,t1−µ(0, T ;Lq(G;E)), u0 ∈ Bµ−1/q

q (G;E), µ ∈ (1/q, 1]
существует единственное решение задачи (5.6), (5.7) такое, что

при γ = 0 ut ∈ Lq,t1−µ(0, T ;Lq(G,E)), u ∈ Lq,t1−µ(0, T ;W 2m
q (G,E)),

при γ < 0 ut, Lu ∈ Lq,t1−µ(0, T ;Bγ
q ).

Решение обладает следующими свойствами:

ut ∈ Lq,t1−µ(0, T ;Lq(G,E)) + Lq,tδ0 (0, T ;Lq(G,E)),

u ∈ Lq,t1−µ(0, T ;W 2m
q (G,E)) + Lq,tδ0 (0, T ;W 2m

q (G,E)),

где δ0 > 1− (µ+ γ) и δ0 > (1− µ− γ), если γ + µ ∈ (1/q, 1].
Утверждение теоремы вытекает из теоремы 5.
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We study the question of solvability of the nonlocal boundary
value problems for operator-differential equations of the first order with
operators, which are generators of analytical semigroups. We establish
existence and uniqueness of theorems for these boundary value problems
under certain conditions on the data of the problem. The Sobolev-Besov
spaces are employed. The results obtained are applied to the study of
nonlocal boundary value problems for parabolic equations and systems.
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