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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ОДНОГО ТРЕХМЕРНОГО
УРАВНЕНИЯ

c© 2010 Е.А. Уткина1

В прямоугольном параллелепипеде рассматривается задача Дирих-
ле для псевдопараболического уравнения шестого порядка с двукрат-
ной старшей частной производной. Решение осуществляется редукци-
ей к системе уравнений Фредгольма.

Ключевые слова: псевдопараболические уравнения, задача Дирихле.

1. Предварительные сведения

Задача Дирихле, возникшая в теории уравнений эллиптического ти-
па, является одной из основных граничных задач математической физики
[1, 2]. Для гиперболических уравнений она исследовалась в [3–6]. В данной
статье речь идет об уравнении

L(u) =
2∑

i,j,k=0

aijk(x, y, z)Di
xDj

yDk
zu(x, y, z) = f(x, y, z), a222 ≡ 1, (1.1)

которое можно считать обобщением уравнений Манжерона [7] и Бусси-
неска — Лява из теории колебаний [8, формула (20)], а также усложнени-
ем уравнения Бианки [9], связанного с интегральным представлением од-
них дифференциальных операторов через другие [10] и играющего важную
роль в теориях аппроксимации и отображений [11, c. 109].

Используя обозначения, введенные в [8], считаем, что

Dk
t ϕ =





Dk
t ϕ ≡ ∂kϕ/∂tk, если k = 1, 2, ...;

t∫
0

(t−τ)−k−1ϕ(τ)
(−k−1)! dτ, если k = −1,−2, ...;

оператор тождественного преобразования, если k = 0.
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нологий в образовании Татарского государственного гуманитарно-педагогического уни-
верситета, 420021, Россия, г. Казань, ул. Татарстан, 2.
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2. Основной результат

Пусть D = {0 < x < x1, 0 < y < y1, 0 < z < z1}. Обозначим через X0, X1,
Y0, Y1, Z0, Z1 грани D при x = 0, x = x1, y = 0, y = y1, z = 0,
z = z1 соответственно. Полагаем, что гладкость коэффициентов из (1.1)
определяется включениями aαβγ ∈ Cα,β,γ

(
D

)
, f ∈ C0,0,0

(
D

)
, где Cα,β,γ

есть класс непрерывных в D вместе с их производными ∂r+s+t/∂xr∂ys∂zt

(r = 0, .., α; s = 0, .., β; t = 0, .., γ) функций.
Задача. Найти функцию u (x, y, z) ∈ C2,2,2 (D) ∩ C1,0,0

(
D ∪X0

)∩
∩C0,1,0

(
D ∪ Y0

) ∩ C0,0,1
(
D ∪ Z0

) ∩ C0,0,0
(
D

)
, являющуюся в D решением

уравнения (1.1) и удовлетворяющую условиям

u |X0 = ϕ0 (y, z) , u |Y0 = ψ0 (x, z) , u |Z0 = θ0 (x, y), (2.1)

u |X1 = ϕ2 (y, z) , u |Y1 = ψ2 (x, z) , u |Z1 = θ2 (x, y) . (2.2)

Для принадлежности u ∈ C0,0,0 (D) предположим

ϕ0 (0, z) = ψ0 (0, z) , ϕ0 (y, 0) = θ0 (0, y) , ψ0 (x, 0) = θ0 (x, 0) ,

ϕ0 (y1, z) = ψ2 (0, z) , ϕ0 (y, z1) = θ2 (0, y) ,

ψ0 (x1, z) = ϕ2 (0, z) , ϕ2 (y, 0) = θ2 (x1, y) .

При этом будем считать согласующиеся значения непрерывно диффе-
ренцируемыми.

В данной работе выводятся достаточные условия однозначной разреши-
мости сформулированной задачи. Это делается с помощью редукции к си-
стеме уравнений Фредгольма и использования метода априорных оценок.

1. Нам потребуется решение задачи Гурса с условиями (2.1) и

ux |X0 = ϕ1 (y, z) , uy |Y0 = ψ1 (x, z) , uz |Z0 = θ1 (x, y) , (2.3)

которое существует и единственно. Оно дается формулой из [12]:

u(x, y, z) = D−2
x D−2

y D−2
z [Rf ] + D−1

x D−1
y D−1

z [ω] + ϕ0 (y, z)+
+ψ0 (x, z) + θ0 (x, y)− ϕ0 (0, z)− ψ0 (x, 0)− θ0 (0, y) + ϕ0 (0, 0) .

(2.4)

где

ω (x, y, z, x, y, z) =
2∑

i1=0

2∑

i2=0

2∑

i3=0

(−1)i1+i2+i3 ×

×
[
Di2−1

y Di3−1
z

(
ϕi1−1 (y, z)

)
Qi1i2i3 (x0, y, z) zn (i1 = 0) +

+Di1−1
x Di3−1

z

(
ψi2−1(x, z)

)
Qi1i2i3(x, 0, z)zn(i2 = 0)+

+Di1−1
x Di2−1

y (θi3−1(x, y))Qi1i2i3(x, y, 0)zn(i3 = 0)−
−Di2−1

y Di3−1
z (ϕi1−1(0, z))Qi1i2i3(0, 0, z)zn(i1 = 0)zn(i2 = 0)−

−Di1−1
x Di2−1

y (θi3−1(0, y))Qi1i2i3(0, y, 0)zn (i1 = 0) zn(i3 = 0)−
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−Di1−1
x Di3−1

z

(
ψi2−1 (x, 0)

)
Qi1i2i3 (x, 0, 0) zn (i3 = 0) zn (i2 = 0) +

+Di2−1
y Di3−1

z

(
ϕi1−1(0, 0)

)
Qi1i2i3(0, 0, 0) zn (i1 = 0) zn(i2 = 0)zn(i3 = 0)] ,

Qi1i2i3 (α, β, γ) =
2∑

α1=i1

2∑

α2=i2

2∑

α3=i3

(−1)α1+α2+α3×

×Dα1−i1
x Dα2−i2

y Dα3−i3
z (aα1α2α3 (α, β, γ) R (α, β, γ, x, y, z)) .

При этом zn (i1 = 0) = 0, если i1 = 0 и слагаемое зависит от x0 = 0, и
zn (i1 = 0) = 1 в остальных случаях. Аналогично понимается zn (i2 = 0) =
= 0 и zn (i3 = 0) = 0, только слагаемое зависит уже от y0 = 0 и z0 = 0
соответственно. Здесь R — функция Римана.

Проинтегрируем ω (x, y, z, x, y, z) по одному разу по каждой из перемен-
ных и подставим в (2.4). Введем операторы

(F1ϕ1)(x, y, z) = ϕ1 (y, z) D−1
x Q222(0, y, z)−

− D−1
z


ϕ1 (y, z) D−1

x




2∑

j=1

Dj−1
z Q22j (0, y, z)





−

− D−1
y

[
ϕ1 (y, z) D−1

x

[
2∑

i=1

Di−1
y Q2i2 (0, y, z)

]]
+

+ D−1
y D−1

z


ϕ1(y, z)D−1

x




2∑

i,j=1

Di−1
y Dj−1

z Q2ij(0, y, z)





+

+D−2
y

[
ϕ1(y, z)D−1

x [Q202(0, y, z)]
]−

−D−2
y D−1

z


ϕ1(y, z)D−1

x




2∑

j=1

Dj−1
z Q20j(0, y, z)





+

+D−2
y D−2

z

[
ϕ1(y, z)D−1

x [Q200(0, y, z)]
]−

−D−1
y D−2

z

[
ϕ1(y, z)D−1

x

[
2∑

i=1

Di−1
y Q2i0(0, y, z)

]]
+

+D−2
z

[
ϕ1(y, z)D−1

x [Q220(0, y, z)]
]
,

(F2ψ1)(x, y, z) = ψ1(x, z)D−1
y Q222(x, 0, z)−

−D−1
z


ψ1(x, z)D−1

y




2∑

j=1

Dj−1
z Q22j(x, 0, z)





−

−D−1
x

[
ψ1(x, z)D−1

y

[
2∑

i=1

Di−1
x Qi22(x, 0, z)

]]
+
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+D−1
x D−1

z


ϕ1(x, z)D−1

y




2∑

i,j=1

Di−1
x Dj−1

z Qi2j(x, 0, z)





+

+D−2
x

[
ψ1(x, z)D−1

y [Q022(x, 0, z)]
]−

−D−2
x D−1

z


ψ1 (x, z) D−1

y




2∑

j=1

Dj−1
z Q02j (x, 0, z)





+

+D−2
x D−2

z

[
ψ1 (x, z) D−1

y [Q020 (x, 0, z)]
]−

−D−1
x D−2

z

[
ψ1(x, z)D−1

y

[
2∑

i=1

Di−1
x Qi20(x, 0, z)

]]
+

+D−2
z

[
ψ1(x, z)D−1

y [Q220(x, 0, z)]
]
,

(F3θ1)(x, y, z) = θ1(x, y)D−1
z Q222(x, y, 0)−

−D−1
y


θ1(x, y)D−1

z




2∑

j=1

Dj−1
y Q2j2(x, y, 0)





−

−D−1
x

[
θ1(x, y)D−1

z

[
2∑

i=1

Di−1
x Qi22(x, y, 0)

]]
+

+D−1
x D−1

y


θ1(x, y)D−1

z




2∑

i,j=1

Di−1
x Dj−1

y Qij2(x, y, 0)





+

+D−2
x

[
θ1(x, y)D−1

z [Q022(x, y, 0)]
]−

−D−2
x D−1

y


θ1(x, y)D−1

z




2∑

j=1

Dj−1
y Q0j2(x, y, 0)





+

+D−2
x D−2

y

[
θ1 (x, y) D−1

z [Q002 (x, y, 0)]
]−

−D−1
x D−2

y

[
θ1 (x, y) D−1

z

[
2∑

i=1

Di−1
x Qi02 (x, y, 0)

]]
+

+D−2
y

[
θ1 (x, y) D−1

z [Q202 (x, 0, z)]
]
.

Тогда (2.4) можно переписать в виде:

(F1ϕ1)(x, y, z) + (F2ψ1)(x, y, z) + (F3θ1)(x, y, z)+

+

x∫
0

y∫
0

z∫
0

R(0,0,0,ξ,η,ζ)dζdηdξ

x1∫
0

y1∫
0

z1∫
0

R(0,0,0,ξ,η,ζ)dζdηdξ

(I1 (x1, y1, z1)−

−(F1ϕ1)(x1, y1, z1)− (F2ψ1)(x1, y1, z1)− (F3θ1)(x1, y1, z1)) = I1 (x, y, z) ,
(2.5)

где I1 (x, y, z) зависит только от известных функций.
Считая (2.4) общим представлением искомого решения через ϕk, ψk, θk,

k = 0, 1, подставим в (2.5) аргументы точек (x1, y, z), (x, y1, z), (x, y, z1),
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(x1, y1, z1). С учетом того, что значения (2.1), (2.2) известны, приходим к
системе интегральных уравнений:

(F1ϕ1)(x1, y, z) + (F2ψ1)(x1, y, z) + (F3θ1)(x1, y, z)+

+

x1∫
0

y∫
0

z∫
0

R(0,0,0,ξ,η,ζ)dζdηdξ

x1∫
0

y1∫
0

z1∫
0

R(0,0,0,ξ,η,ζ)dζdηdξ

(I1 (x1, y1, z1)−

−(F1ϕ1)(x1, y1, z1)− (F2ψ1)(x1, y1, z1)− (F3θ1)(x1, y1, z1)) = I1 (x1, y, z) ,

(F1ϕ1)(x, y1, z) + (F2ψ1)(x, y1, z) + (F3θ1)(x, y1, z)+

+

x∫
0

y1∫
0

z∫
0

R(0,0,0,ξ,η,ζ)dζdηdξ

x1∫
0

y1∫
0

z1∫
0

R(0,0,0,ξ,η,ζ)dζdηdξ

(I1 (x1, y1, z1)−

−(F1ϕ1)(x1, y1, z1)− (F2ψ1)(x1, y1, z1)− (F3θ1)(x1, y1, z1)) = I1 (x, y1, z) ,
(2.6)

(F1ϕ1)(x, y, z1) + (F2ψ1)(x, y, z1) + (F3θ1)(x, y, z1)+

+

x∫
0

y∫
0

z1∫
0

R(0,0,0,ξ,η,ζ)dζdηdξ

x1∫
0

y1∫
0

z1∫
0

R(0,0,0,ξ,η,ζ)dζdηdξ

(I1 (x1, y1, z1)−

−(F1ϕ1)(x1, y1, z1)− (F2ψ1)(x1, y1, z1)− (F3θ1)(x1, y1, z1)) = I1 (x, y, z1) ,

в которой искомыми функциями являются ϕ1, ψ1, θ1. Таким образом, для
нахождения каждой из функций ϕ1, ψ1, θ1 получим уравнения фредголь-
мовского типа.

2. Докажем теперь единственность решения задачи (1.1)–(2.2). Для это-
го проверим, что при однородных условиях (2.1), (2.2) однородное урав-
нение (1.1) имеет только нулевое решение. Доказательство осуществляем
методом априорной оценки с помощью энергетического неравенства [2].

Воспользовавшись понятиями скалярного произведения в пространстве

L2 [0, x1] × [0, y1] × [0, z1] (u, v) =
x1∫
0

y1∫
0

z1∫
0

u (x, y, z) v (x, y, z) dzdydx и нормы

‖u‖2 =
x1∫
0

y1∫
0

z1∫
0

u2 (x, y, z) dzdydx, вычислим скалярное произведение

(L (u) , u) = (D2
xD2

yD
2
zu +

2∑

i=0

2∑

j=0

2∑

k=0
i+j+k<4

aijk (x, y, z) Di
xDj

yD
k
zu, u) =

=

x1∫

0

y1∫

0

z1∫

0

(D2
xD2

yD
2
zu · u +

2∑

i=0

2∑

j=0

2∑

k=0
i+j+k<4

aijk (x, y, z)Di
xDj

yD
k
zu · u)dzdydx.

Для более компактной записи обозначим
∫

123

=
x1∫
0

y1∫
0

z1∫
0

. Проинтегриру-

ем выражение в правой части последнего равенства по частям и выпишем
значения получившихся в результате преобразований слагаемых:
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∫

123

uxxyyzz(x, y, z)u(x, y, z)dzdydx = −‖uxyz‖2 ,

∫
123

(a221uxxyyzu) (x, y, z) dzdydx = −1
2

∫
123

(a221xxyyzu
2 + a221xyzuxuy+

+a221xyyuxuz − a221xxyuyuz)(x, y, z)dzdydx + 1
2

∫
123

(a221xxzu
2
y + a221yyzu

2
x−

−a221zu
2
xy)(x, y, z)dzdydx− ∫

123

(a221xuxyuyz + a221yuxyuxz)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a212uxxyzzu) (x, y, z) dzdydx = −1
2

∫
123

(a212xxyzzu
2 + a212xyzuxuy+

+a212xzzuxuy − a212xxzuyuz)(x, y, z)dzdydx + 1
2

∫
123

(a212xxyu
2
z + a212yzzu

2
x−

−a212yu
2
xz)(x, y, z)dzdydx− ∫

123

(a212xuxzuyz + a212zuxyuxz)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a122uxyyzzu) (x, y, z) dzdydx = −1
2

∫
123

(a122xyyzzu
2 + a122xyzuyuz+

+a122yzzuxuy − a122yyzuxuz)(x, y, z)dzdydx + 1
2

∫
123

(a122xyyu
2
z+

+a122xzzu
2
y − a122xu2

yz)(x, y, z)dzdydx−
− ∫

123

(a122yuxzuyz + a122zuxyuyz)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a220uxxyyu) (x, y, z)dzdydx = − ∫
123

(1
2a220xxyyu

2 + a220xyuxuy+

+1
2a220xxu2

y + 1
2a220yyu

2
x − a220u

2
xy)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a202uxxzzu) (x, y, z)dzdydx = − ∫
123

(1
2a202xxzzu

2 + a202xzuxuz+

+1
2a202xxu2

z + 1
2a202zzu

2
x − a202u

2
xz)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a022uyyzzu) (x, y, z)dzdydx = − ∫
123

(1
2a022yyzzu

2 + a022yzuyuz+

+1
2a022yyu

2
z + 1

2a022zzu
2
y − a022u

2
yz)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a211uxxyzu) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

(1
2a211xxyzu

2 + a211xuxyuz−
−a211xzuxuy − 1

2a211yzu
2
x + a211uxzuxy)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a121uxyyzu) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

(1
2a121xyyzu

2 + a121yuxyuz−
−a121yzuxuy − 1

2a121xzu
2
y + a121uxyuyz)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a112uxyzzu)(x, y, z)dzdydx =
∫

123

(1
2a112xyzzu

2 + a112zuyzux−
−a112xzuzuy − 1

2a112xyu
2
z + a112uxzuyz)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a210uxxyu)(x, y, z)dzdydx =
∫

123

(−1
2a210xxyu

2+

+a210xuxuy + 1
2a210yu

2
x)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a201uxxzu)x, y, z)dzdydx =
∫

123

(−1
2a201xxzu

2+

+a201xuxuz + 1
2a201zu

2
x)(x, y, z)dzdydx,
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∫
123

(a021uyyzu)(x, y, z)dzdydx =
∫

123

(−1
2a021yyzu

2+

+a021yuyuz + 1
2a021zu

2
y)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a120uxyyu)(x, y, z)dzdydx =
∫

123

(−1
2a120xyyu

2+

+a120yuxuy + 1
2a120xu2

y)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a102uxzzu) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

(−1
2a102xzzu

2+

+a102zuxuz + 1
2a102xu2

z)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a012uyzzu) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

(−1
2a012yzzu

2+

+a012zuyuz + 1
2a012yu

2
z)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a111uxyzu) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

(−1
2a111xyzu

2+

+1
2a111zuxuy − a111uxyuz)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a200uxxu) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

(1
2a200xxu2 − 1

2a200u
2
x)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a020uyyu) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

(1
2a020yyu

2 − 1
2a020u

2
y)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a002uzzu) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

(1
2a002zzu

2 − 1
2a002u

2
z)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a110uxyu) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

(1
2a110xyu

2 − 1
2a110uxuy)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a101uxzu) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

(1
2a101xzu

2 − 1
2a101uxuz)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a011uyzu) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

(1
2a011yzu

2 − 1
2a011uyuz)(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a100uxu) (x, y, z) dzdydx = −1
2

∫
123

a100xu2(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a010uyu) (x, y, z) dzdydx = −1
2

∫
123

a010yu
2(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a001uzu) (x, y, z) dzdydx = −1
2

∫
123

a001zu
2(x, y, z)dzdydx,

∫
123

(a000u · u) (x, y, z) dzdydx =
∫

123

a000u
2(x, y, z)dzdydx.
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Тогда

(L (u) , u) = (f, u) = −‖uxyz‖2−
−1

2

∫
123

2∑
i=0

2∑
j=0

2∑
k=0

0<i+j+k<6

((−1)i+j+k+1Di
xDj

yDk
zaijku

2)(x, y, z)dzdydx+

+
∫

123

(a000u
2)(x, y, z)dzdydx− 1

2

∫
123

(
2∑

j=0

2∑
k=0

j+k<4

(−1)j+k×

×Dj
yDk

za2jku
2
x)(x, y, z)dzdydx−

−1
2

∫
123

(
2∑

i=0

2∑
k=0

i+k<4

(−1)i+kDi
xDk

zai2ku
2
y)(x, y, z)dzdydx−

−1
2

∫
123

(
2∑

i=0

2∑
j=0

i+j<4

(−1)i+jDi
xDj

yaij2u
2
z)(x, y, z)dzdydx−

− ∫
123

(1
2a221z − a220) (x, y, z) u2

xy (x, y, z) dzdydx−
− ∫

123

(1
2a212y − a202) (x, y, z)u2

xz(x, y, z)dzdydx−
− ∫

123

(1
2a122x − a022) (x, y, z) u2

yz (x, y, z) dzdydx+

+
∫

123

(uxuy)(x, y, z)(−1
2a221xyz − 1

2a212xzz − 1
2a122yzz − a220xy−

−a211xz − a121yz + a210x + a120y + 1
2a111z − 1

2a110)(x, y, z)dzdydx+
+

∫
123

(uyuz)(x, y, z)×
×(1

2a221xxy + 1
2a221xxz + 1

2a122xyz − a022yz − a112xz + a021y+
+a012z − 1

2a011) +
∫

123

(uxuz)(x, y, z)(1
2a221xyy − 1

2a212xyz + 1
2a122yyz−

−a202xz + a201x + a102z − 1
2a101)(x, y, z)dzdydx+

+
∫

123

(uxyuyz)(x, y, z)(−a221x − a122z + a121)(x, y, z)dzdydx+

+
∫

123

(uxyuxz)(x, y, z)(−a212z − a221y + a211)(x, y, z)dzdydx+

+
∫

123

(uxzuyz)(x, y, z)(−a122y − a212x + a112)(x, y, z)dzdydx+

+
∫

123

(uyzux)(x, y, z)(a112z)(x, y, z)dzdydx+

+
∫

123

(uxyuz)(x, y, z)(a121y + a211x − a111)(x, y, z)dzdydx.

Так как функции aijk (x, y, z) являются непрерывными на компакте, то
они достигают своих точных верхних и точных нижней граней. Введем обо-
значения sup

(x,y,z)∈D
aijk (x, y, z) = saijk, inf

(x,y,z)∈D
aijk (x, y) = iaijk. Для ком-

пактности записи обозначим ∆taijk =
{

saijk, если t нечетное;
iaijk, если t четное.
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Умножив обе части полученного равенства на −1, получаем оценку

− (f, u) > ‖uxyz‖2 + (1
2

2∑
i=0

2∑
j=0

2∑
k=0

0<i+j+k<6

(−1)i+j+k+1×

×∆i+j+k+1D
i
xDj

yDk
zaijk − sa000) ‖u‖2 +

+1
2

2∑
j=0

2∑
k=0

j+k<4

(−1)j+k∆j+kD
j
yDk

za2jk ‖ux‖2 + 1
2

2∑
i=0

2∑
k=0

i+k<4

(−1)i+k∆i+kD
i
xDk

zai2k ‖uy‖2 +

+1
2

2∑
i=0

2∑
j=0

i+j<4

(−1)i+j∆i+jD
i
xDj

yaij2 ‖uz‖2 + (1
2 ia221z − sa220) ‖uxy‖2 +

+(1
2 ia212y − sa202) ‖uxz‖2 + (1

2 ia122x − sa022) ‖uyz‖2 +
+(1

2 ia221xyz + 1
2 ia212xzz + 1

2 ia122yzz + ia220xy + ia211xz + ia121yz−
−sa210x − sa120y − 1

2sa111z + 1
2 ia110)

∫
123

(uxuy)(x, y, z)dzdydx+

+(−1
2sa221xxy − 1

2sa221xxz + 1
2 ia122xyz + ia022yz + ia112xz − sa021y − sa012z+

+
1
2
ia011)

∫

123

(uyuz)(x, y, z)dzdydx+

+(−1
2
sa221xyy +

1
2
ia212xyz − 1

2
sa122yyz + ia202xz − sa201x − sa102z +

1
2
ia101)×

×
∫

123

(uxuz)(x, y, z)dzdydx + (ia221x + ia122z − sa121)
∫

123

(uxyuyz)(x, y, z)dzdydx+

+(ia212z + ia221y − sa211)
∫

123

(uxyuxz)(x, y, z)dzdydx+

+(ia122y + ia212x − sa112)
∫

123

(uxzuyz)(x, y, z)dzdydx−

−sa112z

∫

123

(uyzux)(x, y, z)dzdydx + (−sa121y − sa211x + ia111)×

×
∫

123

(uxyuz)(x, y, z)dzdydx.

Обозначим α1 = 1
2

2∑
i=0

2∑
j=0

2∑
k=0

0<i+j+k<6

(−1)i+j+k+1 ∆i+j+k+1D
i
xDj

yDk
zaijk − sa000,

α2 =
1
2

2∑

j=0

2∑

k=0
j+k<4

(−1)j+k∆j+kD
j
yD

k
za2jk, α3 =

1
2

2∑

i=0

2∑

k=0
i+k<4

(−1)i+k∆i+kD
i
xDk

zai2k,

α4 = 1
2

2∑
i=0

2∑
j=0

i+j<4

(−1)i+j∆i+jD
i
xDj

yaij2, α5 = 1
2 ia221z − sa220, α6 = 1

2 ia212y −

− sa202, α7 = 1
2 ia122x − sa022. Используя неравенства Коши — Буняковского
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|(u, v)| 6 ‖u‖ · ‖v‖ , Коши ”с ε”: |a · b| 6 ε
2 |a|2 + |b|2

2ε , справедливое при любом
ε > 0, а также неравенство Пуанкаре — Фридрихса [2]: ‖ux‖2 > 1

C2
1
‖u‖2

(C1 — известная постоянная), получим

ε ‖f‖2 +
‖u‖2

4ε
> − (f, u) > ‖uxyz‖2 + (α1 − ε1

1) ‖u‖2 +

+(α2 − ε1
2) ‖ux‖2 + (α3 − ε1

3) ‖uy‖2 + (α4 − ε1
4) ‖uz‖2 + (α5 − ε1

5) ‖uxy‖2 +

+(α6 − ε1
6) ‖uxz‖2 + (α7 − ε1

7) ‖uyz‖2 ,

где ε1
k > 0 (k = 1, 7) представляют собой линейную комбинацию квадратов

коэффициентов уравнения (1.1), в качестве множителей в которой высту-
пают произвольные ε > 0 из неравенства Коши “с ε”. Используя далее
неравенство Пуанкаре — Фридрихса, получим

ε ‖f‖2 > ‖uxyz‖2 (1− (
ε

4
+ ε1

1)C
2
1C2

2C2
3 − ε1

2C
2
2C2

3 − ε1
3C

2
1C2

3 − ε1
4C

2
1C2

2 − ε1
5C

2
3−

−ε1
6C

2
2 − ε1

7C
2
3 ) + α1 ‖u‖2 + α2 ‖ux‖2 + α3 ‖uy‖2 +

+α4 ‖uz‖2 + α5 ‖uxy‖2 + α6 ‖uxz‖2 + α7 ‖uyz‖2 .

Потребуем неотрицательности коэффициентов при нормах , а 1 − ( ε
4 +

+ ε1
1)C

2
1C2

2C2
3 − ε1

2C
2
2C2

3 − ε1
3C

2
1C2

3 − ε1
4C

2
1C2

2 − ε1
5C

2
3 − ε1

6C
2
2 − ε1

7C
2
3 = 0 (в силу

произвольности ε и ε1
k этого можно добиться). Полагаем теперь f = 0,

получим, что функция u может быть только нулевой.
При f ≡ 0 ϕk ≡ ψk ≡ 0 (k = 0, 2). Система уравнений (2.6) является

тоже однородной. Эта система, в силу доказанной единственности решения
задачи, допускает в данном случае только нулевое решение. В силу теоре-
мы Фредгольма [1] это означает однозначную разрешимость неоднородной
системы уравнений (2.6).

Таким образом, имеет место
Теорема. Если коэффициенты уравнения (1.1) удовлетворяют неравен-

ствам
αk > 0(k = 1, 7), то задача (1.1)–(2.2) имеет единственное решение.
Условия теоремы являются существенными. В подтверждение приведем

два примера уравнений с нулевыми условиями на границе области D =
= [0, 1]× [0, 1]× [0, 1], которые имеют ненулевые решения задачи Дирихле
в случае нарушения указанных условий. Рассмотрим уравнения uxxyyzz +
+ π2uyyzz = 0, uxxyyzz − π4uxx = 0. Их решением, в чем можно убедиться
непосредственно, является u (x, y, z) = sinπx · sinπy · sinπz, отличная от
тождественного нуля в D. В первом из них коэффициент a022 = π2 > 0,
а все остальные равны нулю, условие теоремы не выполнено (следует из
положительности α7). Во втором уравнении коэффициент a200 = −π4 < 0,
являющийся слагаемым в α2, должен быть положительным.
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