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ЗАДАЧА С НЕЛОКАЛЬНЫМ ИНТЕГРАЛЬНЫМ
УСЛОВИЕМ ДЛЯ ПСЕВДОГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

c⃝ 2014 С.В. Кириченко1

В статье рассмотрена задача для многомерного псевдогиперболического
уравнения четвертого порядка с интегральным условием. Доказано существо-
вание единственного обобщенного решения.
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Введение
В настоящее время задачи с нелокальными интегральными условиями для

дифференциальных уравнений с частными производными активно исследуются.
Это связано с тем, что многие процессы, изучаемые современным естествозна-
нием, приводят к необходимости уточнять их математические модели. При этом
могут возникнуть качественно новые задачи, в частности, задачи с нелокальны-
ми условиями [1]. В большинстве работ, посвященных исследованию нелокаль-
ных задач с интегральными условиями, рассмотрены уравнения второго поряд-
ка. В частности, нелокальные задачи для гиперболических уравнений изучены в
статьях [2–9]. Однако математические модели некоторых физических процессов и
явлений основаны на уравнениях более высокого порядка. В этой связи отметим
монографию [10], в которой изучены краевые задачи для псевдогиперболического
уравнения четвертого порядка. Отметим также, что при изучении нелокальных
задач с интегральными условиями установлена их тесная связь с обратными за-
дачами, условие переопределения в которых задано в виде интеграла от искомой
функции.

Эти соображения послужили отправной точкой постановки задачи для псев-
догиперболического уравнения с интегральным условием.

1. Постановка задачи
В области QT = Ω × (0, T ), где Ω ⊂ R2 − ограниченная область с гладкой

границей ∂Ω, рассмотрим уравнение
∂2

∂t2
(u−△u) − auxx − buyy + c(x, y, t)u = f(x, y, t), (1.1)
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где a, b — положительные постоянные, и будем искать его решение, удовлетворя-
ющее начальным условиям

u(x, y, 0) = φ(x, y), ut(x, y, 0) = ψ(x, y) (1.2)

и нелокальному условию( ∂2
∂t2

∂u

∂ν
+ auxcos(ν, x) + buycos(ν, y)+

+

∫
Ω

K(ξ, η, x, y, t)u(ξ, η, t)dξdη
)∣∣∣
ST

= 0. (1.3)

Функция K(ξ, η, x, y, t) задана в Ω ×QT , ν = (ν1, ν2) − вектор внешней нормали
к ∂Ω в текущей точке, ST = ∂Ω × (0, T ).

Вид условия (1.3) требует некоторых пояснений, которые мы здесь приведем.
Для этого рассмотрим следующую задачу:

utt − uttxx − uxx + c(x, t)u = 0, (1.4)

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), ux(0, t) = 0, (1.5)

l∫
0

u(x, t)dx = 0. (1.6)

Заметим, что (1.6) — нелокальное условие первого рода. Из физических сообра-

жений это условие (или более общее
l∫
0

K(x, t)u(x, t)dx = E(t)) является естествен-

ным, представляя собой в математической модели действие некоего прибора, но
при исследовании разрешимости задачи обычно привносит значительные трудно-
сти (см. [8; 9] и список литературы в них). В статьях [8; 9] предложен метод
преодоления этих трудностей путем сведения нелокальных условий первого рода
к нелокальным условиям второго рода. Применяя этот метод к задаче (1.4)—(1.6),
мы и получим условие вида (1.3). Действительно, пусть u(x, t)— решение задачи
(1.4)—(1.6), интегрируя (1.4) по x от 0 до l, получим

uttx(l, t) − ux(l, t) −
l∫

0

c(x, t)u(x, t)dx = 0. (1.7)

Условие (1.7) является нелокальным условием второго рода.
Обозначим

W (QT ) = {u(x, y, t) : u ∈W 1
2 (QT ), uxt, uyt ∈ L2(QT )},

∥ u ∥W (QT )=
( T∫

0

∫
Ω

(u2 + u2t + u2x + u2y + u2xt + u2yt)dxdydt
) 1

2

,

Ŵ (QT ) = {v(x, y, t) : v ∈W (QT ), v(x, y, T ) = 0}.
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2. Разрешимость задачи

Введем понятие обобщенного решения, применяя стандартную процедуру [11].
Определение. Обобщенным решением задачи (1.1) — (1.3) будем называть

функцию u(x, y, t) ∈W (QT ), удовлетворяющую условию u(x, y, 0) = φ(x, y) и тож-
деству

T∫
0

∫
Ω

(−utvt + auxvx + buyvy − uxtvxt − uytvyt + cuv)dxdydt+

+

T∫
0

∫
∂Ω

v

∫
Ω

Kudξdηdsdt−
∫
Ω

ψ(x, y)v(x, y, 0)dxdy−

−
∫
Ω

(ψx(x, y)vx(x, y, 0)) + ψy(x, y)vy(x, y, 0)))dxdy =

T∫
0

∫
Ω

fvdxdydt. (2.1)

для любой функции v(x, y, t) ∈ Ŵ (QT ).
Теорема. Если f ∈ L2(QT ), φ,ψ ∈ W 1

2 (Ω), c ∈ C(Q̄T ), K ∈ C(Ω̄ × Ω̄ × [0, T ]),
то в QT существует единственное обобщенное решение задачи (1.1)–(1.3).

Доказательство.
Единственность решения
Предполагая существование двух различных обобщенных решений задачи

(1.1)–(1.3), u1 и u2, приходим к тождеству для u = u1 − u2 :

T∫
0

∫
Ω

(−utvt + auxvx + buyvy − uxtvxt − uytvyt + cuv)dxdydt+

+

T∫
0

∫
∂Ω

v

∫
Ω

Kudξdηdsdt = 0. (2.2)

В этом тождестве положим

v(x, y, t) =


t∫
τ

u(x, y, η)dη, 0 6 t 6 τ ,

0, τ 6 t 6 T.

Заметим, что из представления функции v(x, y, t) видно, что v(x, y, t) ∈ Ŵ (QT ),
причем vt = u, vxt = ux, vyt = uy.

Интегрируя по частям равенство (2.2), получим:

1

2

∫
Ω

[u2(x, y, τ) + av2x(x, y, 0) + bv2y(x, y, 0) + u2x(x, y, τ) + u2y(x, y, τ)]dxdy =

=

τ∫
0

∫
Ω

cvvtdxdydt+

τ∫
0

∫
∂Ω

v

∫
Ω

Kudξdηdsdt. (2.3)

Заметим, что из условий теоремы следует существование числа c0 > 0 такого,
что max

QT

|c(x, y, t)| 6 c0. Обозначим k0 = max
QT

∫
Ω

K2(x, y, ξ, η, t)dξdη.
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Оценим слагаемые в правой части (2.3), применяя неравенство Коши и нера-
венство (6.24) [11, с. 77], получим∣∣∣ τ∫

0

∫
Ω

cvvtdxdydt
∣∣∣ 6 c0

2

τ∫
0

∫
Ω

(v2 + v2t )dxdydt,

∣∣∣ τ∫
0

∫
∂Ω

v

∫
Ω

Kudξdηdsdt
∣∣∣ 6 ε

2

τ∫
0

∫
Ω

(v2x + v2y)dxdydt+

+
c(ε)

2

τ∫
0

∫
Ω

v2dxdydt+
k0ω

2

τ∫
0

∫
Ω

u2dxdydt,

где ω =
∫
∂Ω

ds. Заметим также, что из представления функции v(x, y, t) следует

неравенство

v2(x, y, t) 6 τ

τ∫
0

u2dt,

которое мы используем для оценки некоторых слагаемых правой части (2.3). По-
лучим:∫

Ω

[u2(x, y, τ) + av2x(x, y, 0) + bv2y(x, y, 0) + u2x(x, y, τ) + u2y(x, y, τ)]dxdy 6

6 c0
2

τ∫
0

∫
Ω

(v2 + v2t )dxdydt+
ε

2

τ∫
0

∫
Ω

(v2x + v2y)dxdydt+

+
c(ε)

2

τ∫
0

∫
Ω

v2dxdydt+
k0ω

2

τ∫
0

∫
Ω

u2dxdydt. (2.4)

Введем функции:

w1(x, y, t) =

0∫
t

ux(x, y, τ)dτ ; w2(x, y, t) =

0∫
t

uy(x, y, τ)dτ.

Тогда

vx(x, y, t) = w1(x, y, τ) − w1(x, y, t), vy(x, y, t) = w2(x, y, τ) − w2(x, y, t),

vx(x, y, 0) = w1(x, y, τ), vy(x, y, 0) = w2(x, y, τ)

и выполняются неравенства

v2x(x, y, t) 6 2w2
1(x, y, τ) + 2w2

1(x, y, t),

v2y(x, y, t) 6 2w2
2(x, y, τ) + 2w2

2(x, y, t).

С учетом этих представлений и неравенств из (2.4) получим, в частности,

c1

∫
Ω

[u2(x, y, τ) + w2
1(x, y, τ) + w2

2(x, y, τ)]dxdy 6

6 c2

τ∫
0

∫
Ω

[u2(x, y, t) + w2
1(x, y, t) + w2

2(x, y, t)]dxdydt+
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+2c2τ

∫
Ω

(w2
1(x, y, τ) + w2

2(x, y, τ))dxdy. (2.5)

Здесь обозначено c1 = min{1, a, b}, c2 = max{c0T 2 + c0 + c(ε)T 2 + k0ω, 2ε}.
Пользуясь произволом τ , выберем его так, чтобы c1−2c2τ > 0. Пусть c1−2c2τ >

> c1
2 . Тогда для τ ∈ [0, c14ε ] c1 − 2ετ > 0 и, перенеся слагаемое 2c2τ

∫
Ω

(w2
1(x, y, τ) +

+ w2
2(x, y, τ))dxdy в левую часть неравенства (2.5), получим∫

Ω

[u2 + w2
1 + w2

2]t=τdxdy 6 c3

τ∫
0

∫
Ω

[u2 + w2
1 + w2

2]dxdydt, (2.6)

где c3 = 2c1
c2
.

Применив к последнему неравенству лемму Гронуолла, получаем, что∫
Ω

[u2 + w2
1 + w2

2]t=τdxdy 6 0.

Тогда следует, что u(x, y, τ) = 0 для τ ∈ [0, c14c2
].

Повторяя рассуждения для τ ∈ [ c14c2
, c12c2

], убеждаемся, что u(x, y, τ) = 0 и на
этом промежутке. И так в конечное число шагов докажем обращение u(x, y, τ) в
нуль для всех τ ∈ [0, T ].

Существование решения.
Рассмотрим систему линейно независимых функций {wk(x, y)}∞k=1, wk(x, y) ∈

∈ C2(Ω), полную в W 1
2 (Ω). Будем искать приближенное решение задачи в виде

um(x, y, t) =
m∑
k=1

ck(t)wk(x, y)

из соотношений∫
Ω

(umttwj + aumx wjx + bumy wjy + umxttwjx + umyttwjy + cumwj)dxdy+

+

∫
∂Ω

wj

∫
Ω

Kumdξdηds =

∫
Ω

fwjdxdy, (2.7)

которые представляют собой систему линейных обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Действительно, подставив um(x, y, t) в (2.7), после несложных пре-
образований и смены порядка суммирования и интегрирования получим

m∑
k=1

c′′k(t)

∫
Ω

wkwjdxdy +
m∑
k=1

c′′k(t)

∫
Ω

(wkxwjx + wkywjy)dxdy+

+
m∑
k=1

ck(t)

∫
Ω

c(x, y, t)wkwjdxdy +
m∑
k=1

ck(t)[

∫
Ω

(awkxwjx + bwkywjy)dxdy+

+

∫
∂Ω

wj

∫
Ω

Kck(t)wkdξdηds] =

∫
Ω

fwjdxdy,

Обозначим
Akj =

∫
Ω

(wkwj + wkxwjx + wkywjy)dxdy,
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Bkj =

∫
Ω

(c(x, y, t)wkwj + awkxwjx + bwkywjy)dxdy+

+

∫
∂Ω

wj(x, y)

∫
Ω

K(x, y, ξ, η, t)wkdξdηds,

fj(t) =

∫
Ω

f(x, y, t)wj(x, y)dxdy.

Тогда равенства (2.7) можно записать так:
m∑
k=1

Akjc
′′
k(t) +

m∑
k=1

Bkjck(t) = fj(t). (2.8)

Добавим начальные условия

ck(0) = αk, c
′
k(0) = βk, (2.9)

где αk, βk — коэффициенты сумм

φm(x, y) = um(x, y, 0) =
m∑
k=1

αkwk(x, y),

ψm(x, y) = umt (x, y, 0) =
m∑
k=1

βkwk(x, y),

аппроксимирующих при m→ ∞ функции φ(x, y) и ψ(x, y) в норме W 1
2 (Ω).

Покажем, что определитель матрицы ∥Akj∥mk,j=1 положителен для любого m.
Возьмем произвольный вектор (ξ1, ξ2, ..., ξm) ∈ Rm и образуем квадратичную
форму

Q =
m∑

k,j=1

Akjξkξj .

Обозначим z =
m∑
l=1

ξlwl. Тогда из вида Akj получим:

Q =

∫
Ω

(|z|2 + |∇z|2)dxdy.

Заметим, что Q = 0 тогда и только тогда, когда z = 0. Так как функции wj(x, y)
по условию линейно независимы, то z = 0 тогда и только тогда, когда ξl = 0, l =
= 1, ...,m. По критерию Сильвестра это означает, что система (2.7) разрешима
относительно старших производных, следовательно, задача Коши (2.8)–(2.9) имеет
единственное решение c1(t), ..., cm(t) для всех m ∈ N.

Таким образом, последовательность приближенных решений um(x, y, t) постро-
ена.

Покажем теперь, что эта последовательность ограничена в пространстве
W (QT ). Умножим (2.7) на c′j(t) , просуммируем и проинтегрируем по t:

τ∫
0

∫
Ω

(umttu
m
t + aumx u

m
xt + bumy u

m
yt + umxttu

m
xt + umyttu

m
yt + cumumt )dxdydt+

+

τ∫
0

∫
∂Ω

umt

∫
Ω

Kumdξdηdsdt =

τ∫
0

∫
Ω

fumt dxdydt. (2.10)
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Интегрируя по частям в первом слагаемом (2.10), получим равенство∫
Ω

[(umt )2 + a(umx )2 + b(umy )2 + (umxt)
2 + (umyt)

2]t=τdxdy =

= −2

τ∫
0

∫
Ω

cumumt dxdydt− 2

τ∫
0

∫
∂Ω

umt

∫
Ω

Kumdξηdsdt+

+2

τ∫
0

∫
Ω

fumt dxdydt+

+

∫
Ω

[(umt )2 + a(umx )2 + b(umy )2 + (umxt)
2 + (umyt)

2]t=0dxdy. (2.11)

Оценим первые два слагаемых правой части (2.11) так же, как и при до-
казательстве единственности, а к третьему слагаемому применим неравенство
Коши. Из условий теоремы и выбора коэффициентов αk, βk, определяющих
um(x, y, 0), umt (x, y, 0), следует, что

τ∫
0

∫
Ω

f2dxdydt+

∫
Ω

[(umt )2 + a(umx )2 + b(umy )2 + (umxt)
2 + (umyt)

2]t=0dxdy

ограничены некоторым числом M1, не зависящим от m. Учитывая эти соображе-
ния и неравенство∫

Ω

(um(x, y, τ))2dxdy 6 2T

τ∫
0

∫
Ω

(umt )2dxdydt+ 2

∫
Ω

(um(x, y, 0))2dxdy,

которое вытекает из представления

um(x, y, τ) =

τ∫
0

umt (x, y, t)dt+ um(x, y, 0),

приходим к оценке

c4

∫
Ω

[(um)2 + (umt )2 + (umx )2 + (umy )2 + (umxt)
2 + (umyt)

2]t=τdxdy 6

6 c5

τ∫
0

∫
Ω

[(um)2 + (umt )2 + (umxt)
2 + (umyt)

2]dxdydt+M1

и, в частности, ∫
Ω

[(um)2 + (umt )2 + (umxt)
2 + (umyt)

2]t=τdxdy 6

6M2

τ∫
0

∫
Ω

[(um)2 + (umt )2 + (umxt)
2 + (umyt)

2]dxdydt+M3,

где M2 = c5/c4, M3 = M1/c4. Применив к последнему неравенству лемму Гро-
нуолла, получим∫

Ω

[(um)2 + (umt )2 + (umxt)
2 + (umyt)

2]t=τdxdy 6M3e
M2τ .
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Интегрируя полученное неравенство по τ от 0 до T, получим
T∫

0

∫
Ω

[(um)2 + (umt )2 + (umxt)
2 + (umyt)

2]t=τdxdydt 6
M3

M2
(eM2T − 1).

Теперь мы можем оценить и остальные слагаемые:∫
Ω

[(umx )2 + (umy )2]|t=τdxdy 6 M3

M2
(eM2T − 1) +M3.

В итоге мы получаем нужную оценку:
∥ um ∥W (QT )6M, (2.12)

где M не зависит от m. Но тогда из этой последовательности можно выделить сла-
бо сходящуюся подпоследовательность к некоторому элементу u(x, y, t) ∈W (QT ).

Покажем, что u(x, y, t) есть обобщенное решение задачи (1.1) — (1.3), то
есть u(x, y, t) удовлетворяет тождеству (2.1). Умножим (2.7) на функцию hj(t) ∈
∈ C1(QT ) такую, что hj(T ) = 0, просуммируем по i (от 1 до m) и проинтегрируем
по t от 0 до T . Обозначив

η(x, y, t) =
m∑
j=1

hj(t)wj(x, y),

получаем
T∫

0

∫
Ω

(umtt η + aumx ηx + bumy ηy + umxttηx + umyttηy + cumη)dxdydt+

+

T∫
0

∫
∂Ω

η

∫
Ω

Kumdξdηdsdt =

T∫
0

∫
Ω

fηdxdydt.

Интегрируя по частям слагаемые, содержащие вторую производную по t, учи-
тывая, что η(x, y, T ) = 0, получим

T∫
0

∫
Ω

(−umt ηt + aumx ηx + bumy ηy − umxtηxt − umytηyt + cumη)dxdydt+

+

T∫
0

∫
∂Ω

η

∫
Ω

Kumdξdηdsdt−

−
∫
Ω

(umxt(x, y, 0)ηx(x, y, 0)) + umyt(x, y, 0)ηy(x, y, 0)))dxdy =

=

T∫
0

∫
Ω

fηdxdydt. (2.13)

Обозначим совокупность всех функций η(x, y, t) через θm. В (2.13) перейдем
к пределу при фиксированной функции η(x, y, t) ∈ θm. Это приведет к тожде-
ству (2.1) для предельной функции u(x, y, t). Так как совокупность всех функ-
ций η(x, y, t) плотна в W (QT ), то полученное тождество выполнено для любой
v(x, y, t) ∈ Ŵ (QT ). Следовательно, u(x, y, t) − обобщенное решение задачи (1.1) —
(1.3).

Теорема доказана.
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PROBLEM WITH NONLOCAL INTEGRAL CONDITION
FOR PSEUDOHYPERBOLIC EQUATION OF THE

FOURTH-ORDER

c⃝ 2014 S.V. Kirichenko2

In this article, we study a problem for a multimensional pseudohyperbolic
equation of the fourth-order with an integral condition. Existence and uniqueness
of a generalized solution is proved.
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