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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО
УРАВНЕНИЯ ЛАВРЕНТЬЕВА — БИЦАДЗЕ

c© 2010 Е.П. Мелишева1

В работе установлены необходимые и достаточные условия единственно-
сти решения первой граничной задачи для нагруженного уравнения Лаврен-
тьева — Бицадзе в прямоугольной области. Решение поставленной задачи
построено в виде суммы ряда по собственным функциям соответствующей
одномерной задачи на собственные значения.
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Введение
Рассмотрим нагруженное уравнение смешанного типа

Lu = sgny · uxx + uyy + C (y)u (x, 0) = 0 (1)

в прямоугольной области D = {(x, y) : 0 < x < 1,−α < y < β}, α, β — заданные
положительные действительные числа, C (y) = C1 (y) при y > 0, C (y) = C2 (y)
при y 6 0, Ci (y), i = 1, 2 — заданные непрерывные функции.

Задача Дирихле. Найти в области D функцию u (x, y), удовлетворяющую
следующим условиям:

u (x, y) ∈ C1
(
D

) ∩ C2 (D+ ∪D−) ; (2)

Lu (x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+ ∪D−; (3)
u (0, y) = u (1, y) = 0, −α 6 y 6 β; (4)

u (x, β) = ϕ (x) , u (x, −α) = ψ (x) , 0 6 x 6 1, (5)
где ϕ (x) , ψ (x) — заданные достаточно гладкие функции, при этом ϕ (0) = ϕ (1) =
= ψ (0) = ψ (1), D+ = D ∩ {y > 0}, D− = D ∩ {y < 0}.

Отметим, что в работе [1] для нагруженного параболо-гиперболического урав-
нения в прямоугольной области изучена начально-граничная задача, в которой
методом спектральных разложений [2] установлен критерий единственности реше-
ния этой задачи, и само решение построено в виде суммы ряда по собственным
функциям соответствующей одномерной задачи на собственные значения.

Ранее в работах [3–12] изучены краевые задачи (локальные и нелокальные) для
нагруженных дифференциальных уравнений в частных производных отдельных
и смешанных типов в классических областях.

1Мелишева Екатерина Петровна (melisheva86@mail.ru), кафедра математического анализа
Поволжской государственной социально-гуманитарной академии, 443090, Российская Федера-
ция, г. Самара, ул. Антонова-Овсеенко, 26.
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В данной работе, следуя [1; 2], установлен критерий единственности решения
задачи Дирихле для нагруженного уравнения Лаврентьева — Бицадзе в прямо-
угольной области D. Решение задачи (2)–(5) представлено в виде суммы ряда
Фурье.

1. Единственность решения

Пусть u (x, y) — решение задачи (2)–(5). Рассмотрим функцию

uk (y) =
√

2

1∫

0

u (x, y) sin λkxdx, (6)

где λk = πk, k ∈ N . На основании (6) введем функцию

uk,ε (y) =
√

2

1−ε∫

ε

u (x, y) sin λkxdx, (7)

где ε — достаточно малое число. Дифференцируя равенство (7) по y два раза
при y ∈ (−α, 0) ∪ (0, β) и учитывая уравнение (1), получим

u′′k,ε (y) =
√

2

1−ε∫

ε

uyy (x, y) sin λkxdx =

=
√

2

1−ε∫

ε

[−uxx − C1 (y) u (x, 0)] sin λkxdx =

= −
√

2

1−ε∫

ε

uxx sin λkxdx−
√

2C1 (y)

1−ε∫

ε

u (x, 0) sin λkxdx, y > 0; (8)

u′′k,ε (y) =
√

2

1−ε∫

ε

uyy (x, y) sin λkxdx =

=
√

2

1−ε∫

ε

[uxx − C2 (y)u (x, 0)] sin λkxdx =

=
√

2

1−ε∫

ε

uxx sinλkxdx−
√

2C2 (y)

1−ε∫

ε

u (x, 0) sin λkxdx, y < 0. (9)

В первых интегралах из правой части равенств (8) и (9), интегрируя по частям
два раза и переходя к пределу при ε → 0 с учетом однородных граничных усло-
вий (4), получим

u′′k (y)− λ2
kuk (y) = −C1 (y)uk (0) , y > 0, (10)

u′′k (y) + λ2
kuk (y) = −C2 (y)uk (0) , y < 0. (11)
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Дифференциальные уравнения (10) и (11) имеют общие решения

uk (y) =





ckeλky + dke−λky − ck+dk

λk

y∫
0

C1 (t) sh [λk (y − t)]dt, y > 0,

ak cos λky + bk sin λky + ak

λk

0∫
y

C2 (t) sin [λk (t− y)]dt, y < 0,
(12)

где ak, bk, ck, dk — произвольные постоянные.
Для функций (12) в силу (2) и (6) выполнены условия сопряжения

uk (0 + 0) = uk (0− 0) , u′k (0 + 0) = u′k (0− 0) . (13)

Условия (13) имеют место только в том случае, когда

ck =
ak + bk

2
, dk =

ak − bk

2
. (14)

Подставляя (14) в (12), получим

uk (y) =
{ ak+bk

2 eλky + ak−bk

2 e−λky − ak

λk
C1k (y) , y > 0,

ak cos λky + bk sin λky + ak

λk
C2k (y) , y < 0,

(15)

где

C1k (y) =

y∫

0

C1 (t) sh [λk (y − t)]dt, C2k (y) =

0∫

y

C2 (t) sin [λk (t− y)]dt.

Для нахождения постоянных ak и bk воспользуемся граничными условиями (5)
и формулой (6):

uk (β) =
√

2

1∫

0

u (x, β) sin λkxdx =
√

2

1∫

0

ϕ (x) sin λkxdx = ϕk, (16)

uk (−α) =
√

2

1∫

0

u (x,−α) sin λkxdx =
√

2

1∫

0

ψ (x) sin λkxdx = ψk. (17)

Тогда из (15) на основании (16) и (17) найдем

ak =
−ψk shλkβ − ϕk sinλkα

∆αβ (k)
, (18)

bk =
ψk [λk ch λkβ − C1k (β)]− ϕk [λk cosλkα + C2k (−α)]

λk∆αβ (k)
(19)

при условии, что при всех k ∈ N

∆αβ (k) =
sin λkα

λk
[C1k (β)− λk chλkβ]−

− shλkβ

λk
[λk cos λkα + C2k (−α)] 6= 0. (20)

Подставляя (18) и (19) в (15), найдем окончательный вид функции

uk (y) =





ψk
C1k(y) sh λkβ−C1k(β) sh λky

λk∆αβ(k) +

+ ψk
sh [λk(y−β)]

∆αβ(k) + ϕk
∆αy(k)
∆αβ(k) , y > 0,

ψk
∆−yβ(k)
∆αβ(k) − ϕk

sin λk(α+y)
∆αβ(k) −

−ϕk
C2k(y) sin λkα+C2k(−α) sin λky

λk∆αβ(k) , y < 0,

(21)
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где

∆αy (k) =
sin λkα

λk
[C1k (y)− λk ch λky]− sh λky

λk
[λk cosλkα + C2k (−α)] , y > 0,

∆−yβ (k) = − sin λky

λk
[C1k (β)− λk ch λkβ]− sh λkβ

λk
[λk cosλky + C2k (y)] , y 6 0.

Таким образом, функции uk (y) однозначно определены, что позволяет дока-
зать теорему единственности решения задачи (2)–(5). Пусть u (x, y) — решение
однородной задачи (2)–(5), где ϕ (x) = ψ (x) ≡ 0, и выполнено условие (20) при
всех k ∈ N . Тогда ϕk = ψk ≡ 0, и из формул (21) и (6) следует, что при любом
y ∈ [−α, β]

1∫

0

u (x, y) sin λkxdx = 0, k = 1, 2, ... . (22)

Из равенств (22) в силу полноты системы синусов
{√

2 sinλkx
}

в пространстве
L2 [0, 1] следует, что u (x, y) = 0 почти всюду на [0, 1] при любом y ∈ [−α, β].
Поскольку в силу (2) функция u (x, y) непрерывна в D, то u (x, y) ≡ 0 в D.

Пусть при некоторых α, β, C1 (y), C2 (y) и k = p ∈ N нарушено условие (20),
т. е.

∆αβ (p) =
sin λpα

λp
[C1p (β)− λp chλpβ]−

− shλpβ

λp
[λp cos λpα + C2p (−α)] = 0. (23)

Тогда однородная задача (2)–(5), где ϕ (x) ≡ 0, ψ (x) ≡ 0, имеет нетривиальное
решение

up (x, y) = up (y) sin λpx, (24)

где функция up (y) определяется по формуле

up (y) =

{
ap[λp sh [λp(β−y)]+C1p(β) sh λpy]

λp sh λpβ − ap

λp
C1p (y) , y > 0,

ap[(C1p(β)−λp ch λpβ) sin λpy+λp sh λpβ cos λpy]
λp sh λpβ + ap

λp
C2p (y) , y < 0,

(25)

здесь ap 6= 0 — произвольная постоянная.
Покажем, что функция (24) удовлетворяет всем условиям однородной задачи

Дирихле. Легко видеть, что функция (25) удовлетворяет условиям сопряжения

up (0 + 0) = up (0− 0) , u′p (0 + 0) = u′p (0− 0) ,

т. е. функция (24) удовлетворяет условию (2).
Проверим для функции up (x, y) выполнимость условий (3) и (4):

Lu (x, y) =





[
u′′p (y)− λ2

pup (y)
]
sin λpx =

=
[
λ2

pup (y)− λ2
pup (y)

]
sin λpx ≡ 0, y > 0,[

u′′p (y) + λ2
pup (y)

]
sin λpx =

=
[−λ2

pup (y) + λ2
pup (y)

]
sin λpx ≡ 0, y < 0;

up (0, y) = up (y) sin 0 = 0, up (1, y) = up (y) sin πk = 0.

А в силу условия (23) для функции (25) выполняются равенства:

up (β) =
ap

[
2 sh λpβ ch λpβ + 2 sh λpβ

(
C1p

λp
− ch λpβ

)]

2 sh λpβ
−
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−ap

λp

β∫

0

C1 (t) sh [λp (β − t)]dt =
ap

shλpβ
· C1p shλpβ

λp
− apC1p

λp
= 0,

up (−α) =
ap

[
− sin λpα

(
C1p

λp
− chλpβ

)
+ cos λpα shλpβ

]

shλpβ
+

+
ap

λp

0∫

−α

C2 (t) sin [λp (t + α)]dt =

=
ap

shλpβ

(
cos λpα shλpβ + sin λpα chλpβ − C1p sin λpα

λp
+

C2p shλpβ

λp

)
= 0.

Таким образом, нами установлен следующий критерий единственности.
Теорема 1.1. Если существует решение задачи (2) – (5), то оно единственно

только тогда, когда выполнено условие (20) при всех k ∈ N .

2. Существование решения

Решение задачи (2)–(5) при условии (20) будем искать в виде суммы ряда
Фурье

u (x, y) =
√

2
+∞∑

k=1

uk (y) sin λkx, (26)

где функции uk (y) определяются по формулам (21), из которых видно, что выра-
жение ∆αβ (k) является знаменателем. Для обоснования существования решения
(26) данной задачи необходимо показать существование чисел α, β и функций
Ci (y) , i = 1, 2, таких, что при больших k выражение ∆αβ (k) отделено от нуля.

Лемма 2.1. Если выполнено одно из следующих условий: 1) α = p — нату-
ральное; 2) α = p/q, p, q ∈ N, (p, q) = 1, q 6= 4, то существует постоянная C0 такая,
что при больших k и любом фиксированном β > 0 справедлива оценка

|∆αβ(k)| > C0e
πkβ > 0. (27)

Доказательство. Представим ∆αβ (k) в следующем виде:

∆αβ (k) = −eπkβBk (β) sin (πkα + ϕk) +
eπkβ

k
ωk (α, β), (28)

где ϕk = arcsin
(
shλkβ/

√
ch 2λkβ

) → π
4 при k → +∞,

Bk (β) =

√
1 + e−4πkβ

2
, (29)

ωk (α, β) =
sin πkα

πeπkβ
C1k (β)− C2k (−α)

(
1− e−2πkβ

)

2π
. (30)

Прежде всего отметим, что при всех β > 0 и k > 1 выражения (29) и (30) огра-
ничены:

1√
2

< Bk (β) < 1, (31)

| ωk (α, β) |6 ‖ C1 (y) ‖ +α ‖ C2 (y) ‖
2π

, (32)
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где
‖ C1 (y) ‖= max

06y6β
| C1 (y) |, ‖ C2 (y) ‖= max

−α6y60
| C2 (y) | .

В силу оценок (31) и (32) достаточно оценить выражение

δαβ (k) = sin (πkα + ϕk). (33)

Пусть α = p ∈ N , тогда из (33) имеем

| δαβ (k) |= |sin (πkβ + ϕk)| > 1− e−2πkβ

2
> 1− e−2πβ

2
> C1 > 0. (34)

Пусть α = p/q, где p и q — взаимно простые числа. Разделим kp на q с остатком:
kp = sq + r, где s, r ∈ N ∪ {0}, 0 6 r < q. Тогда выражение (33) примет вид

δαβ (k) = (−1)s sin
(

πr

q
+ ϕk

)
. (35)

Если r = 0, то данный случай сводится к уже рассмотренному выше α = p ∈ N .
Пусть r > 0. Тогда ясно, что 1 6 r 6 q − 1, и из (35) получим

|δαβ (k) | = | sin
(

πr

q
+

π

4
+ εk

)
|,

где εk → 0 при k → +∞. Поскольку q 6= 4, то из последнего соотношения при
больших k следует

|δαβ (k) | > 1
2
| sin

(
πr

q
+

π

4

)
| > C2 > 0. (36)

Из равенства (28) в силу оценок (34) и (36) следует справедливость неравен-
ства (27) при больших k.

Лемма 2.2. Пусть выполнены условия (20) и (27). Тогда при больших k спра-
ведливы оценки:

|uk (y) | 6
{

M1 (|ϕk|+ |ψk|) , y > 0,
M2 (|ϕk|+ |ψk|) , y < 0,

(37)

|u′k (y) | 6
{

M3k (|ϕk|+ |ψk|) , y > 0,
M4k (|ϕk|+ |ψk|) , y < 0,

(38)

|u′′k (y) | 6
{

M5k
2 (|ϕk|+ |ψk|) , y > 0,

M6k
2 (|ϕk|+ |ψk|) , y < 0,

(39)

где Mi — здесь и далее положительные постоянные, зависящие, вообще говоря,
от α, β, ‖C1 (y) ‖ и ‖C2 (y) ‖.

Доказательство. Справедливость оценки (37) непосредственно следует из
формулы (21) и оценки (27). Исходя из (21) вычислим производные u

′
k (y) и u

′′
k (y):

u
′
k (y) =





ψk
C
′
1k(y) sh λkβ−λkC1k(β) ch λky

λk∆αβ(k) +

+ ψk
λk ch [λk(y−β)]

∆αβ(k) + ϕk
∆
′
αy(k)

∆αβ(k) , y > 0,

ψk
∆
′
−yβ(k)

∆αβ(k) − ϕk
λk cos λk(α+y)

∆αβ(k) −
−ϕk

C
′
2k(y) sin λkα+λkC2k(−α) cos λky

λk∆αβ(k) , y < 0,

(40)

u
′′
k (y) =





ψk
λk[C1k(y) sh λkβ−C1k(β) sh λky]

∆αβ(k) +

+ ψk
λ2

k sh [λk(y−β)]
∆αβ(k) + ϕk

λ2
k∆αy(k)
∆αβ(k) , y > 0,

−ψk
λ2

k∆−yβ(k)
∆αβ(k) + ϕk

λ2
k sin λk(α+y)

∆αβ(k) +

+ ϕk
λk[C2k(y) sin λkα+C2k(−α) sin λky]

∆αβ(k) , y < 0,

(41)
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где

∆
′
αy (k) =

sin λkα

λk

[
C
′
1k (y)− λ2

k shλky
]
− ch λky [λk cos λkα + C2k (−α)] ,

∆
′
−yβ (k) = − cos λky [C1k (β)− λk ch λkβ]− shλkβ

λk

[
C
′
2k (y)− λ2

k sin λky
]
,

C
′
1k (y) = λk

y∫

0

C1 (t) ch [λk (y − t)]dt, C
′
2k (y) = −λk

0∫

y

C2 (t) cos [λk (t− y)]dt.

Тогда из равенств (40) и (41) на основании (27) и (37) убеждаемся в справедли-
вости оценок (38) и (39).

Формально из (26) почленным дифференцированием составим ряды:

uy (x, y) =
√

2
+∞∑

k=1

u
′
k (y) sin λkx, y < 0, (42)

uy (x, y) =
√

2
+∞∑

k=1

u
′
k (y) sin λkx, y > 0, (43)

uyy (x, y) =
√

2
+∞∑

k=1

λ2
kuk (y) sin λkx−

−
√

2C1 (y)
∞∑

k=1

uk (0) sin λkx, y > 0, (44)

uxx (x, y) = −
√

2
+∞∑

k=1

λ2
kuk (y) sin λkx, y > 0, (45)

uyy (x, y) = −
√

2
+∞∑

k=1

λ2
kuk (y) sin λkx−

−
√

2C2 (y)
∞∑

k=1

uk (0) sin λkx, y < 0, (46)

uxx (x, y) = −
√

2
+∞∑

k=1

λ2
kuk (y) sin λkx, y < 0. (47)

Ряды (26), (42)–(47) в силу леммы 2 мажорируются числовым рядом

M7

+∞∑

k=1

k2(|ϕk|+ |ψk|). (48)

Лемма 2.3. Если ϕ(x) ∈ C3[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1) = 0 и ψ(x) ∈
∈ C3[0, 1], ψ(0) = ψ(1) = ψ′′(0) = ψ′′(1) = 0, то

ϕk = − 1
λ3

k

ϕ
′′′
k , ψk = − 1

λ3
k

ψ
′′′
k , (49)

где

ϕ
′′′
k =

√
2

1∫

0

ϕ
′′′

(x) cos λkxdx, ψ
′′′
k =

√
2

1∫

0

ψ
′′′

(x) cos λkxdx,
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+∞∑

k=1

|ϕ′′′k |2 6 ||ϕ′′′(x)||2L2[0,1],

+∞∑

k=1

|ψ′′′k |2 6 ||ψ′′′(x)||2L2[0,1]. (50)

Доказательство. Интегрируя по частям три раза в интегралах из (16) и (17),
с учетом условий леммы получим представления (49).

Справедливость оценок (50) следует из неравенства Бесселя по тригонометри-
ческой системе {cos λkx}.

Тогда в силу леммы 2.3 ряд (48) оценивается рядом

M8

+∞∑

k=1

1
k

(|ϕ′′′k |+ |ψ′′′k |). (51)

В силу сходимости ряда (51) на основании признака Вейерштрасса сходятся равно-
мерно ряды (26), (42) и (43) на D, а ряды (44)–(47) на соответствующих замкну-
тых областях D+ и D−. Следовательно, функция u (x, y), определенная рядом
(26), удовлетворяет условию (2). Подставляя ряды (26), (44) и (45) в уравнение
(1) при y > 0, а ряды (26), (46) и (47) в уравнение (1) при y < 0, убеждаемся в
том, что функция (26) является решением уравнения (1) на множестве D+∪D−.

Таким образом, нами доказана следующая
Теорема 2.1. Пусть функции ϕ (x) и ψ (x) удовлетворяют условиям леммы

2.3, C1 (y) ∈ C [0, β] , C2 (y) ∈ C [−α, 0] и выполнены условия (20) и (27), то
существует единственное решение задачи (2)–(5), и оно определяется рядом (26).
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Necessary and sufficient conditions of the uniqueness of solution of the first
boundary problem for the loaded equtation of Lavrentiev — Bitsadze in the
rectangular area are established in this work.The solution of the task in view
is constructed in the form of the number sum on the own functions of a cor-
responding one-dimensional problem on the own values.
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