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УДК 517.956.3

О ЗАДАЧЕ С ОПЕРАТОРАМИ М. САЙГО
НА ХАРАКТЕРИСТИКАХ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

c© 2010 С.А. Сайганова1

Для вырождающегося уравнения гиперболического типа в характеристи-
ческой области исследована нелокальная задача, краевые условия которой
содержат обобщенные операторы дробного интегродифференцирования на
характеристиках. Доказана однозначная разрешимость рассматриваемой за-
дачи.

Ключевые слова: функция Гаусса, дробные интегралы и производные, краевая
задача, интегральное уравнение, ядро Коши.

Введение

Рассмотрим уравнение
|y|muxx − uyy = 0 (1)

в области D, ограниченной характеристиками

AC: x− 2
m + 2

y
m+2

2 = 0, BC: x +
2

m + 2
y

m+2
2 = 1,

AD: x− 2
m + 2

(−y)
m+2

2 = 0, BD: x +
2

m + 2
(−y)

m+2
2 = 1

уравнения (1).
Пусть D1 = D ∩ (y > 0), D2 = D ∩ (y < 0), I = (0, 1). θ0(x), θ1(x)— точки

пересечения характеристик уравнения (1), выходящих из точки (x, 0) ∈ I, с ха-
рактеристиками AD и BC соответственно.

Для уравнения (1) в области D изучим нелокальную краевую задачу со сме-
щением по терминологии А.М. Нахушева [1].

Будем считать m > 0 при y > 0 и y < 0.
Следуя работам [2; 3] (см. также [4, с. 326–327]), введем обобщенные дробные

интегралы и производные с гипергеометрической функцией Гаусса

(
Iα, β, η
0+ ϕ

)
(x) =

x−α−β

Γ(α)

x∫

0

(x− t)α−1F

(
α + β, −η; α; 1− t

x

)
ϕ(t) dt

(0 < x < 1, α > 0),
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(
Iα, β, η
0+ ϕ

)
(x) =

(
d

dx

)n (
Iα+n,β−n,η−n
0+ ϕ

)
(x)

(0 < x < 1, α > 0, n = [−α] + 1),
(2)

(
Iα, β, η
1− ϕ

)
(x) =

(1− x)−α−β

Γ(α)

1∫

x

(t− x)α−1F

(
α + β, −η; α;

t− x

1− x

)
ϕ(t) dt

(0 < x < 1, α > 0),
(
Iα, β, η
1− ϕ

)
(x) =

(
− d

dx

)n (
Iα+n,β−n,η−n
1− ϕ

)
(x)

(0 < x < 1, α > 0, n = [−α] + 1),
(3)

которые при α + β = 0 обращаются в хорошо известные операторы Римана—
Лиувилля [4, с. 42–43]

(
Iα,−α, η
0+ ϕ

)
(x) =

(
Iα
0+ϕ

)
(x) =

1
Γ(α)

x∫

0

ϕ(t)
(x− t)1−α

dt

(0 < x < 1, α > 0),

(
Dα

0+ϕ
)
(x) =

(
I−α, α, η
0+ ϕ

)
(x) =

(
d

dx

)n (
In−α
0+ ϕ

)
(x)

(0 < x < 1, α > 0, n = [α] + 1),
(4)

(
Iα,−α, η
1− ϕ

)
(x) =

(
Iα
1−ϕ

)
(x) =

1
Γ(α)

1∫

x

ϕ(t)
(t− x)1−α

dt

(0 < x < 1, α > 0),

(
Dα

1−ϕ
)
(x) =

(
I−α, α, η
1− ϕ

)
(x) =

(
− d

dx

)n (
In−α
1− ϕ

)
(x)

(0 < x < 1, α > 0, n = [α] + 1).
(5)

Обозначим через Hλ[0, 1] (0 < λ 6 1) пространство функций, на отрезке [0, 1]
удовлетворяющих условию Гельдера фиксированного порядка λ, через Hλ

0 [0, 1]—
его подпространство

Hλ
0 [0, 1] =

{
ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = 0

}
.

Для функций ρ(x) > 0 будем употреблять обозначение: Hλ (ρ; [0, 1]), при этом
ρ(x) ∈ Hλ

0 [0, 1].

1. Постановка задачи
Найти решение уравнения (1)

u(x, y) =
{

u1(x, y), (x, y) ∈ D1,
u2(x, y), (x, y) ∈ D2

из класса u(x, y) ∈ C(D)∩C1(D1 ∪ I)∩C1(D2 ∪ I)∩C2(D1 ∪D2), удовлетворяющее
условиям

B1

(
Ia1, b1,−β−a1
1− (1− t)2β−1u [θ1(t)]

)
+

+B2

(
Ia1+1−β, b1,−β−a1
1− u1y (t, 0)

)
(x) = ψ1(x), y > 0,

(6)
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C1

(
Ia2, b2,−β−a2
0+ t2β−1u [θ0(t)]

)
+

+C2

(
Ia2+1−β, b2,−β−a2
0+ u2y (t, 0)

)
(x) = ψ2(x), y < 0

(7)

и условию сопряжения
u1y (x, +0) = u2y (x,−0), (8)

где 2β = m
m+2 , Bi, Ci, ai, bi (i = 1, 2) — заданные действительные числа, причем

B1, B2 — одного знака, C1, C2 —разного знака; (9)

|a1| < β, β − 1 < a2 < β, 0 < b1 6 2β. (10)

Будем считать функцию ψ1(x) такой, что

ψ1(x) ∈ Hλ1 [0, 1], a1 + 1− β < λ1 6 1 (11)

и
1∫
0

t−(a1+β)F (β−a1− b1− 1, 1; 1−a1−β; t)ψ1(t)dt обращается в нуль порядка µ1,

0 6 µ1 < λ1+2β. Заметим, что множество функций вида ψ1(t) не является пустым.
Например, в качестве функции ψ1(t) можно взять функцию следующего вида:
ψ1(t) = µ1(t

2−t)µ1−1(2t−1)ta1+β

F (β−a1−b1−1, 1; 1−a1−β; t) .
Пусть функция ψ2(x) такая, что

ψ2(x) =
(
Iδ1, δ2,−a2−b2
0+ ψ0(t)

)
(x), ψ0(x) ∈ Hλ2 [0, 1], 0 < λ2 6 1 (12)

и ψ0(x) при x = 0 обращается в нуль порядка β, δ1 > a2 +1−β, b2−2β < δ2 < b2.
Отметим, что исследование задач с заданием краевых условий на характери-

стиках различных семейств началось с работ Т.Ш. Кальменова [5]. Далее развитие
этих задач получило в работах В.Ф. Волкодавова и его учеников [6], известны
также результаты в данном направлении С.К. Кумыковой [7] и О.А. Репина [8].
Однако во всех перечисленных работах, за исключением работ О.А. Репина, в кра-
евых условиях использовались либо операторы Римана—Лиувилля, либо они не
использовались вовсе. В данном же случае в краевых условиях используются опе-
раторы более сложной структуры — операторы дробного интегродифференциро-
вания с гипергеометрической функцией Гаусса.

2. Единственность решения
Введем обозначения

lim
y→0+

u1(x, y) = τ1(x), lim
y→0−

u2(x, y) = τ2(x),

lim
y→0+

u1y (x, y) = ν1(x), lim
y→0−

u2y (x, y) = ν2(x). (13)

Известно [9, с. 103], что решение задачи Коши

u|y=0 = τ1(x), x ∈ I,
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= ν1(x), x ∈ I

для уравнения (1) при y > 0 имеет вид

u(x, y) =
Γ(2β)
Γ2(β)

1∫

0

τ1

[
x +

2
m + 2

y
m+2

2 (2t− 1)
]

tβ−1(1− t)β−1dt+

+
2

m + 2
Γ(1− 2β)
Γ2(1− β)

y

1∫

0

ν1

[
x +

2
m + 2

y
m+2

2 (2t− 1)
]

t−β(1− t)−βdt.

(14)
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Используя (14) и учитывая формулу (3), находим

u[θ1(x)] = γ1Γ(β)
(
Iβ, 0, β−1
1− τ1(t)

)
(x)+

+γ2Γ(1− β)
(
I1−β, 2β−1, β−1
1− ν1(t)

)
(x),

(15)

где

γ1 =
Γ(2β)
Γ2(β)

, γ2 =
1
2

(
4

m + 2

)2β Γ(1− 2β)
Γ2(1− β)

.

Подставляя (15) в краевое условие (6), опираясь на формулы [2]
(
Iα, β, η
1− f

)
(x) = (1− x)−α−β−η

(
Iα, −α−η, −α−β
1− f

)
(x), α > 0,(

Iα, β, η
1−

(
Iγ, δ, α+η
1− f

)
(t)

)
(x) =

(
Iα+γ, β+δ, η
1− f

)
(x), γ > 0,

(16)

получим

B1γ1Γ(β)
(
Ia1+β, b1+1−2β, −β−a1
1− τ1(t)

)
(x)+

+ [B1γ2Γ(1− β) + B2]
(
Ia1+1−β, b1, −β−a1
1− ν1(t)

)
(x) = ψ1(x).

(17)

Подействуем на обе части равенства (17) оператором Iβ−1−a1, −b1, 1−2β
1− и вос-

пользуемся второй формулой из (16). В результате будем иметь

[B1γ2Γ(1− β) + B2] ν1(x) =
= −B1γ1Γ(β)

(
D1−2β

1− τ1

)
(x) +

(
Iβ−1−a1, −b1, 1−2β
1− ψ1(t)

)
(x). (18)

Лемма 1. Пусть ψ1(x) ≡ 0, 0 < β < 1
2 , B1 и B2 — одного знака, а функция τ1(x)

в точке x = x0 (0 < x0 < 1) принимает положительный максимум (отрицательный
минимум). Тогда ν1(x0) < 0 (ν1(x0) > 0).

Доказательство леммы 1 непосредственно следует из соотношения (18) на осно-
вании свойства строгой положительности (строгой отрицательности) производной
дробного порядка

(
D1−2β

1− τ1

)
(x) в точке положительного максимума (отрицатель-

ного минимума) [1].
Решение задачи Коши

u|y=0 = τ2(x), x ∈ I,
∂u

∂y

∣∣∣∣
y=0

= ν2(x), x ∈ I

для уравнения (1) при y < 0 имеет вид [9, с. 103]

u(x, y) =
Γ(2β)
Γ2(β)

1∫

0

τ2

[
x +

2
m + 2

(−y)
m+2

2 (2t− 1)
]

tβ−1(1− t)β−1dt+

+
2

m + 2
Γ(1− 2β)
Γ2(1− β)

y

1∫

0

ν2

[
x +

2
m + 2

(−y)
m+2

2 (2t− 1)
]

t−β(1− t)−βdt.

(19)

Используя (19) и формулу (2), находим

u[θ0(x)] = γ1Γ(β)
(
Iβ, 0, β−1
0+ τ2(t)

)
(x)−

−γ2Γ(1− β)
(
I1−β, 2β−1, β−1
0+ ν2(t)

)
(x).

(20)
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Подставляя (20) в краевое условие (7), опираясь на формулы [2](
Iα, β, η
0+ f

)
(x) = x−α−β−η

(
Iα, −α−η, −α−β
0+ f

)
(x), α > 0,(

Iα, β, η
0+

(
Iγ, δ, α+η
0+ f

)
(t)

)
(x) =

(
Iα+γ, β+δ, η
0+ f

)
(x), γ > 0,

(21)

получим

C1γ1Γ(β)
(
Ia2+β, b2+1−2β, −β−a2
0+ τ2(t)

)
(x)+

+ [C2 − C1γ2Γ(1− β)]
(
Ia2+1−β, b2, −β−a2
0+ ν2(t)

)
(x) = ψ2(x).

(22)

Подействуем на обе части равенства (22) оператором Iβ−1−a2, −b2, 1−2β
0+ и вос-

пользуемся второй формулой из (21). В результате будем иметь
[C2 − C1γ2Γ(1− β)] ν2(x) =

= −C1γ1Γ(β)
(
D1−2β

0+ τ2

)
(x) +

(
Iβ−1−a2, −b2, 1−2β
0+ ψ2(t)

)
(x). (23)

Лемма 2. Пусть ψ2(x) ≡ 0, 0 < β < 1
2 , C1 и C2 —разного знака, а функция

τ2(x) в точке x = x0 (0 < x0 < 1) принимает положительный максимум (отрица-
тельный минимум). Тогда ν2(x0) > 0 (ν2(x0) < 0).

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству леммы 1.
Итак, доказано, что при y → +0 ν1(x0) < 0 (ν1(x0) > 0), а при y → −0

ν2(x0) > 0 (ν2(x0) < 0).
Теорема 1. Если существует решение задачи (1), то оно единственно.
Доказательство. На основании условия сопряжения (8) и обозначений (13)

получаем противоречие, которое и доказывает единственность решения задачи.

3. Существование решения

Действуя на обе части равенств (18) и (23) операторами I1−2β, 2β−1, 0
1−

и I1−2β, 2β−1, 0
0+ соответственно и применяя формулы (16) и (21), в результате по-

лучим

τ1(x) = −B1γ2Γ(1− β) + B2

B1γ1Γ(β)

(
I1−2β, 2β−1, 0
1− ν1(t)

)
(x)+

+
1

B1γ1Γ(β)

(
I−β−a1, −b1−1+2β, 0
1− ψ1(t)

)
(x),

(24)

τ2(x) =
C1γ2Γ(1− β)− C2

C1γ1Γ(β)

(
I1−2β, 2β−1, 0
0+ ν2(t)

)
(x)+

+
1

C1γ1Γ(β)

(
I−β−a2, −b2−1+2β, 0
0+ ψ2(t)

)
(x).

(25)

Учитывая условие сопряжения (8), класс решений, в котором мы находим ре-
шение задачи, вводя обозначения τ(x) = τ1(x) = τ2(x), ν(x) = ν1(x) = ν2(x), из
(24) и (25) будем иметь

C1γ2Γ(1− β)− C2

C1γ1Γ(β)

(
I1−2β, 2β−1, 0
0+ ν(t)

)
(x)+

+
B1γ2Γ(1− β) + B2

B1γ1Γ(β)

(
I1−2β, 2β−1, 0
1− ν(t)

)
(x) = f(x),

(26)

где
f(x) =

1
B1γ1Γ(β)

(
I−β−a1, −b1−1+2β, 0
1− ψ1(t)

)
(x)−

− 1
C1γ1Γ(β)

(
I−β−a2, −b2−1+2β, 0
0+ ψ2(t)

)
(x).
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Вводя обозначения

P1 =
C1γ2Γ(1− β)− C2

C1γ1Γ(β)
, P2 =

B1γ2Γ(1− β) + B2

B1γ1Γ(β)
,

P3 =
1

C1γ1Γ(β)
, P4 =

1
B1γ1Γ(β)

,
(27)

применяя к выражению (26) оператор I2β−1, 1−2β, 0
0+ и учитывая формулы (4) и (5),

получим
P1ν(x) + P2

(
D1−2β

0+ I1−2β
1− ν

)
(x) = f1(x), (28)

где
f1(x) = P4

(
I2β−1, 1−2β, 0
0+

(
I−β−a1, −b1−1+2β, 0
1− ψ1

)
(t)

)
(x)−

−P3

(
I2β−1, 1−2β, 0
0+

(
I−β−a2, −b2−1+2β, 0
0+ ψ2

)
(t)

)
(x).

Известно [9], что

Dα
a+

(
Iα
b−ϕ

)
(x) = cos(πα)ϕ(x) +

sin(πα)
π

b∫

a

(
t− a

x− a

)α
ϕ(t)dt

t− x
. (29)

Применяя (29), перепишем (28) в виде особого интегрального уравнения с яд-
ром Коши

P1ν(x)− P2 cos(2πβ)ν(x) + P2
sin(2πβ)

π

1∫

0

(
t

x

)1−2β
ν(t)dt

t− x
= f1(x). (30)

Задача сводится к разрешимости интегрального уравнения (30).
Введем обозначения

x1−2βν(x) = ϕ(x), a = P1 − P2 cos(2πβ),
b = P2 sin(2πβ), f2(x) = x1−2βf1(x). (31)

С учетом (31) уравнение (30) примет вид

aϕ(x) +
b

π

1∫

0

(
t

x

)1−2β
ϕ(t)dt

t− x
= f2(x). (32)

Согласно [4], составим функцию G(x)

G(x) =
a(x)− ib(x)
a(x) + ib(x)

= eiθ(x), θ(x) = arg G(x).

Для уравнения (31) функция G(x) является постоянной (так как выполняются
условия (31) и (27)), а поэтому и arg G(x) также есть постоянное число.

G(0) = G(1) =
P1 − P2 cos(2πβ)− iP2 sin(2πβ)
P1 − P2 cos(2πβ) + iP2 sin(2πβ)

. (33)

В силу (33) 0 < θ(0) < 2π, 0 < θ(1) < 2π. Тогда индекс уравнения (32) для
искомого класса функций

κ =
[
θ(1)
2π

]
= 0.
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Рассмотрим правую часть интегрального уравнения (32)

f2(x) = x1−2βP4

(
I2β−1, 1−2β, 0
0+

(
I−β−a1, −b1−1+2β, 0
1− ψ1

)
(t)

)
(x)−

−x1−2βP3

(
I2β−1, 1−2β, 0
0+

(
I−β−a2, −b2−1+2β, 0
0+ ψ2

)
(t)

)
(x).

(34)

Используя определение оператора Римана—Лиувилля и формулы (21), перепишем
(34) в виде

f2(x) = x1−2βP4

(
D1−β

0+

(
I−β−a1, −b1−1+2β, 0
1− ψ1

)
(t)

)
(x)−

−x1−2βP3

(
D1−β

0+

(
I1−2β
0+ g

)
(t)

)
(x),

где
g(x) =

(
I−β−a2, −b2−1+2β, 0
0+ ψ2

)
(x).

Нам потребуются некоторые свойства операторов дробного интегрирования и
дифференцирования, рассмотренные в работе [10].

Лемма 3. Пусть 0 < −α < λ 6 1 и β < min[0, η + 1]. Если ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1], то(
Iα, β, η
0+ ϕ

)
(x),

(
Iα, β, η
1− ϕ

)
(x) ∈ Hmin[λ+α,−β][0, 1].

Лемма 4. Пусть α > 0, β < min[0, η + 1], 0 < λ 6 1 и ϕ(x) ∈ Hλ[0, 1]. Тогда(
Iα, β, η
0+ ϕ

)
(x),

(
Iα, β, η
1− ϕ

)
(x) ∈ Hmin[λ,−β][0, 1].

Лемма 5. Пусть 0 < α < λ < 1, λ− α < 1 и ρ(x) = xµ, где 0 6 µ < λ− α + 1.
Если ϕ(x) ∈ Hλ

0 (ρ; [0, 1]), то
(
Dα

0+ϕ
)
(x) ∈ Hλ−α

0 (ρ; [0, 1]).
Теперь, учитывая условия (11), на основании леммы 3 имеем

(
I−β−a1, −b1−1+2β, 0
1− ψ1

)
(t) ∈ Hh1 [0, 1],

h1 = min[λ1 − (a1 + β), b1 + 1− 2β].
(35)

На основании условий (12) и леммы 4
(
I1−2β
0+ g

)
(x) ∈ Hh2 [0, 1],

h2 = min[λ2, δ2 − 2β + 1 + b2].
(36)

Используя условия (11), лемму 5 и выражение (35), получим
(
D1−β

0+

(
I−β−a1, −b1−1+2β, 0
1− ψ1

)
(t)

)
(x) ∈ Hh1−(1−2β)

0 (ρ; [0, 1]) ,

ρ(x) = xµ1 .
(37)

Используя условия (12), лемму 5 и выражение (36), можем заключить, что
(
D1−β

0+

(
I1−2β
0+ g

)
(t)

)
(x) ∈ Hh2−(1−2β)

0 (ρ; [0, 1]) , ρ(x) = xβ . (38)

Окончательно, объединяя (37) и (38), имеем

f2(x) ∈ Hh3 [0, 1],
h3 = min[h1 − (1− 2β), h2 − (1− 2β)].

(39)

Таким образом, уравнение (32), а следовательно и (30), однозначно разрешимо.
А в силу того, что разрешимость нашей задачи эквивалентно сведена к вопросу
разрешимости уравнения (30), то и исследуемая задача также разрешима.

Поэтому можно утверждать, что имеет место
Теорема 2. Пусть справедливы условия (11)–(12), а правая часть f2(x) инте-

грального уравнения (32) удовлетворяет условию (39). Тогда задача для уравне-
ния (1) разрешима [11].
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