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ТОЧНАЯ ОЦЕНКА РАДИУСА НОРМАЛЬНОЙ
КРИВИЗНЫ ЗАМКНУТОЙ ВЫПУКЛОЙ

ПОВЕРХНОСТИ1

c© 2009 В.Н.Кокарев2

Получена точная априорная оценка на радиусы нормальной кри-
визны замкнутой выпуклой поверхности с заданной элементарной сим-
метрической функцией условных радиусов кривизны.
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1. Основные понятия и уравнения

Пусть fk =
∑n

i,j=1 a
k
ijxixj , (k = 1, . . . ,m) — положительно определенные

квадратичные формы. Составим форму f =
∑m

k=1 λkf
k и рассмотрим опре-

делитель матрицы квадратичной формы f : det f = det(λ1a
1
ij + . . .+ λma

m
ij ).

Это однородный многочлен степени n по λ1, . . . , λm , то есть

det f =
m∑

kn=1

. . .
m∑

k1=1

λk1λk2 . . . λknD(fk1 , . . . , fkn).

Коэффициент при λk1λk2 . . . λkn , взятый симметричным по всем индек-
сам, называется смешанным дискриминантом форм fk1 , fk2 , . . . , fkn или
матриц (ak1ij ), (ak2ij ), . . . , (akn

ij ).
Пусть S замкнутая выпуклая поверхность в (n+1)-мерном евклидовом

пространстве En+1, в котором введены декартовы координаты x1, . . . , xn+1.
Если S регулярна, по крайней мере дважды дифференцируема, и гауссова
кривизна ее в любой точке положительна, то ее опорная функция H обла-
дает той же степенью регулярности [1]. Обозначим ∂2H

∂xi∂xj
= Hij . Главные

радиусы нормальной кривизны удовлетворяют уравнению

det(Hij −Rδij) = 0 (i, j = 1, . . . , n+ 1), (1.1)
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где производные фукции H надо вычислять на единичной сфере [1]. Урав-
нение (1.1) имеет один посторонний корень R = 0 . Отбрасывая этот ко-
рень, по теореме Виета получаем, что произведение всех главных радиусов
кривизны равняется сумме всех главных миноров n-го порядка матрицы
Hij . Этот факт удобно записывать в следующем виде:

1
KS

= nD(Hij , . . . ,Hij︸ ︷︷ ︸
n

, δij) (i, j = 1, . . . , n+ 1), (1.2)

где KS — гауссова кривизна поверхности S, D — символ смешанного дис-
криминанта.

Пусть S и E регулярные замкнутые выпуклые поверхности в (n +
+1)-мерном евклидовом пространстве En+1 с положительной гауссовой кри-
визной. Тогда S и E имеют биективные сферические отображения на еди-
ничную сферу

νS :S → Sn, νE :E → Sn.

Тем самым определено отображение

ν−1
E ◦ νS :S → E,

которое сопоставляет всякой точке x поверхности S с внешней нормалью
ν точку y поверхности E с той же внешней нормалью.

Дифференциалы указанных отображений устанавливают изоморфизмы
между Tx(S),Ty(E) и Tν(Sn) — касательными пространствами к S,E и
Sn в точках x, y и ν. Пусть вектору dν ∈ Tν(Sn) соответствуют векторы
dx ∈ Tx(S) и dy ∈ Ty(E).

Экстремумы отношения dxdν
dydν по всему Tν(Sn) называются главными

условными радиусами кривизны поверхности S относительно поверхности
E в точке x. Далее будем их называть условными радиусами кривизны S
относительно E и обозначать R̃i. Для условных радиусов кривизны полу-
чаем уравнение

det(LSij − R̃LEij) = 0 (i, j = 1, . . . , n), (1.3)

где LSij , L
E
ij — коэффициенты вторых квадратичных форм поверхностей S

и E, соответственно.
Для условных радиусов кривизны справедлива обобщенная теорема Ро-

дрига, а именно для тех направлений dν, в которых отношение dxdν
dydν до-

стигает экстремума, соответствующие этому dν векторы dx и dy пропор-
циональны, то есть

dx− R̃idy = 0,

где R̃i — соответствующий условный радиус кривизны. Отсюда получается,
что у условно параллельной поверхности S+λE условные радиусы кривиз-
ны равны R̃i + λ.

Обозначим через KS ,KE гауссовы кривизны, а через DS
1 , D

E
1 , D

Sn

1 , DS
2 ,

DE
2 — дискриминанты первых и вторых квадратичных форм поверхностей
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S, E и единичной сферы Sn. Тогда

KS =
DS

2

DS
1

, KE =
DE

2

DE
1

.

По теореме Гаусса

DSn

1

DS
1

= K2
S ,

DSn

1

DE
1

= K2
E .

Тогда получаем
KS

KE
=
DS

2D
E
1 D

Sn

1

DE
2 D

Sn

1 DS
1

=
DS

2K
2
S

DE
2 K

2
E

.

Отсюда и из (1.3)
KE

KS
=
DS

2

DE
2

= R̃1 · · · R̃n.

Обозначим опорные функции поверхностей S и E через H и H0, соответ-
ственно. Заменяя гауссовы кривизны их выражениями (1.2) через опорные
функции, получаем

D(Hij , . . . ,Hij︸ ︷︷ ︸
n

, δij) = (H0
ij , . . . ,H

0
ij︸ ︷︷ ︸

n

, δij)R̃1 · · · R̃n (i, j = 1, . . . , n+ 1).

Условно параллельная поверхность S + λE имеет опорную функцию H +
+ λH0. Поэтому

D(Hij + λH0
ij , . . . ,Hij + λH0

ij︸ ︷︷ ︸
n

, δij) =

= D(H0
ij , . . . ,H

0
ij︸ ︷︷ ︸

n

, δij)(R̃1+λ) · · · (R̃n+λ) (i, j = 1, . . . , n+1).

Разлагая обе части по степеням λ и приравнивая коэффициенты при
одинаковых степенях, получаем

CknD(Hij , . . . ,Hij︸ ︷︷ ︸
k

, H0
ij , . . . ,H

0
ij , δij) = D(H0

ij , . . . ,H
0
ij︸ ︷︷ ︸

n

, δij)σk (i, j = 1, . . . , n+ 1).

(1.4)
Смешанный дискриминант слева — это коэффициент при tkR̃n−ks в опре-
делителе

det(tHij + R̃H0
ij + sδij). (1.5)

В области, где xn+1 6= 0, имеют место соотношения (см. [1]):

Hn+1,j = −
n∑
i=1

Hij
xi
xn+1

, H0
n+1,j = −

n∑
i=1

H0
ij

xi
xn+1

.

Поэтому, если i-ю строку определителя (1.5) умножить на − xi
xn+1

и приба-
вить к n+ 1-й строке для всех i = 1, . . . , n , а i-й столбец тоже умножить
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на − xi
xn+1

и прибавить к n+ 1-му столбцу для всех i = 1, . . . , n, то опреде-
литель (1.5) примет вид

det


tH11 + R̃H0

11 + s tH12 + R̃H0
12 . . . −s x1

xn+1

tH21 + R̃H0
21 tH22 + R̃H0

22 + s . . . −s x2
xn+1

...
...

. . .
...

−s x1
xn+1

−s x2
xn+1

. . . s
x2
1+···+x2

n

xn+1

.
Отсюда получаем коэффициент при tkR̃n−ks :

x2
1 + · · ·+ x2

n

xn+1
D(Hij , . . . ,Hij︸ ︷︷ ︸

k

, H0
ij , . . . ,H

0
ij), (i, j = 1, . . . , n).

Он равен смешанному дискриминанту в левой части (1.4), а при H = H0

получим смешанный дискриминант в правой части (1.4). Делая замену, по-
лучаем из (1.4)

CknD(Hij , . . . ,Hij︸ ︷︷ ︸
k

, H0
ij , . . . ,H

0
ij) = D(H0

ij , . . . ,H
0
ij︸ ︷︷ ︸

n

)σk, (i, j = 1, . . . , n). (1.6)

Это сотношение справедливо в области xn+1 6= 0.
Используя положительную однородность первой степени опорной функ-

ции H, получим

H(x1, . . . , xn+1) = xn+1H(
x1

xn+1
, . . . ,

xn
xn+1

, 1).

Обозначим xi
xn+1

= vi,
1

xn+1
= λ, тогда если функция H рассматривается на

единичной сфере, то x2
1 +. . .+xn+1 = 1 и λ =

√
1 + v2

1 + . . .+ v2
n. Обозначим

H(
x1

xn+1
, . . . ,

xn
xn+1

, 1) = h(v1, . . . , vn).

Функция h является ограничением функции H на плоскость xn+1 =
= 1. Условимся дифференцирование по vi функций, зависящих от v1, . . . , vn,
обозначать соответствующим индексом внизу, например

∂h

∂vi
= hi,

∂2h

∂vi∂vj
= hij .

Тогда получим Hij = λhij (i, j = 1, . . . , n), где Hij вычисляются на единич-
ной сфере, hij на плоскости xn+1 = 1 в точках, лежащих на одном луче,
проведенном из начала координат.

Относительно функции H0 мы повторим те же рассуждения, обозначив

H0(
x1

xn+1
, . . . ,

xn
xn+1

, 1) = h0(v1, . . . , vn).

Тогда H0
ij = λh0

ij . Следовательно, уравнение (1.6) принимает вид

CknD(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) = D(h0

ij , . . . , h
0
ij︸ ︷︷ ︸

n

)σk, (i, j = 1, . . . , n). (1.7)
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Для единичной сферы hS
n

=
√

1 + v2
1 + . . .+ v2

n = λ . Поэтому

det(hS
n

ij ) = det


λ2−v21
λ3

−v1v2
λ3 . . . −v1vn

λ3

−v2v1
λ3

λ2−v22
λ3 . . . −v2vn

λ3

...
...

. . .
...

−vnv1
λ3

−vnv2
λ3 . . . λ2−v2n

λ3

 =
1

λn+2
.

Если положить в соотношении (1.7) h = h0, h0 = hS
n
, k = n, то получим

D(h0
ij , . . . , h

0
ij︸ ︷︷ ︸

n

) =
1

λn+2KE
.

Отсюда и из (1.7) получаем

CknD(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) =

σk
λn+2KE

. (1.8)

2. Априорная оценка радиуса нормальной
кривизны замкнутой выпуклой поверхности

Пусть ϕ(ν) = σk

(
R̃1(ν), . . . , R̃n(ν)

)
— k-я элементарная симметрическая

функция условных радиусов кривизны поверхности S относительно E. Оце-
ним сверху главные радиусы нормальной кривизны поверхности S через
заданную функцию ϕ(ν).

Пусть радиус нормальной кривизны поверхности S достигает максиму-
ма в точке X с внешней нормалью ν . Пусть R1 > . . . > Rn — главные
радиусы нормальной кривизны поверхности S в точке X; через KE , rE , RE
обозначим, соответственно, гауссову кривизну, минимальный и максималь-
ный радиусы нормальной кривизны поверхности E в точке X. Направим
ось xi декартовой системы координат параллельно i-му главному направ-
лению поверхности S в точке X . Направление оси xn+1 возьмем совпада-
ющим с направлением нормали ν.

Тогда в окрестности точки X мы можем пользоваться уравнением (1.8).
При этом функция

w = h11(v1, . . . , vn)
(1 + v2

1 + · · ·+ v2
n)3/2

(1 + v2
2 + · · ·+ v2

n)
будет в точке v1 = 0, . . . , vn = 0 достигать абсолютного максимума
h11(0, . . . , 0) = R1 см.[1]. Следовательно, в этой точке dw = 0, d2w 6 0.
Вычисляя wi и wij в точке (0, . . . , 0), получим

wi = h11i = 0, w11 = h1111 + 3h11, wii = hii11 + h11(i 6= 1), wij = hij11(i 6= j).
(2.1)

Кроме того, hij(0, . . . , 0) = 0(i 6= j), hii(0, . . . , 0) = Ri. Введем в рассмотрение
функцию

ρk =
σk

λn+2KE
.
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Дифференцируя уравнение (1.8) по v1 в точке (0, . . . , 0) и обозначив
∂ρk
∂v1

= ρ′k , получим

ρ′k = Ckn

∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂hij
hij1 +

+
∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂hij
h0
ij1

 .

Смешанный дискриминант D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) будем считать функ-

цией переменных hij , h
0
ij . Обозначим через d частный дифференциал на

пространстве переменных hij , через δ обозначим частный дифференциал
на переменных h0

ij . Полагая dhij = hij1, δh
0
ij = h0

ij1, получим

ρ′k = Ckn

dD(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) + δD(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸

k

, h0
ij , . . . , h

0
ij

 . (2.2)

Дифференцируя (1.8) в точке (0, . . . , 0) дважды по v1, обозначив ∂2ρk

∂v21
= ρ′′k,

получаем

ρ′′k = Ckn

d2D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) + 2dδD(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸

k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) +

+δ2D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) +

∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂hij
hij11+

+
∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h0
ij

h0
ij11

 . (2.3)

При этом

∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂hij
hij11 = mD(h11ij ,

k−1︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij).

Так как d2w 6 0, то

D(wij , hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k−1

, h0
ij , . . . , h

0
ij) 6 0.
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Подставляя сюда выражения для wij из (2.1) , получаем

Ckn
∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂hij
hij11 6 −2Ckn

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h11
h11−

−Ck−1
n−1

∑
i

h11D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k−1

, h0
ij , . . . , h

0
ij)ii. (2.4)

Здесь D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k−1

, h0
ij , . . . , h

0
ij)ii — смешанный дискриминант матриц (hij)

и (h0
ij) с вычеркнутыми i-ми строками и столбцами.
Далее определим величины κij соотношениями

h0
1111 = −3h0

11+κ11, h
0
i111 = −2h0

i1+κi1(i 6= 1), h0
ij11 = −h0

ij+κij(i, j 6= 1) (2.5)

и обозначим κ = max
i,j
|κij |. Тогда получим

∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h0
ij

h0
ij11 =

∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h0
ij

κij−

−
∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h0
ij

h0
ij − 2

∑
i>1

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h0
i1

h0
i1.

(2.6)
Для второго и первого слагаемых в правой части этого равенства имеем

∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h0
ij

h0
ij = (n− k)D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij). (2.7)

∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h0
ij

κij 6
(n− k)2σkκRn−k−1

E

KEr
n−k
E

. (2.8)

Для любого i каждое слагаемое в D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) содержит либо

сомножитель hi1, либо h0
i1 . Поэтому

∑
i>1

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h0
i1

h0
i1 +

∑
i>1

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂hi1
hi1 =

= D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij).
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Так как по (2.1) у нас hi1 = 0(i > 1), то

−2Ckn

∑
i>1

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h0
i1

h0
i1 +

+
∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h11
h11

 = −2ρk. (2.9)

Очевидно, что

Ck−1
n−1

∑
i

D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k−1

, h0
ij , . . . , h

0
ij)ii >

(n− k + 1)σk−1r
n−k
E

KER
n−k+1
E

. (2.10)

Учитывая, что h11 > rER̃1, из (2.4), (2.6) — (2.10) получаем

Ckn

∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂hij
hij11 +

+
∑
i,j

∂D(

k︷ ︸︸ ︷
hij , . . . , hij , h

0
ij , . . . , h

0
ij)

∂h0
ij

h0
ij11

 6

6 (k − n− 2)ρk +
(n− k)2σkκRn−k−1

E

KEr
n−k
E

−
(n− k + 1)σk−1r

n−k+1
E R̃1

KER
n−k+1
E

. (2.11)

Приступим теперь к оценке

(d2 + 2dδ + δ2)D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij).

Обозначим
max
i,j
|h0
ij1| = θ. (2.12)

Тогда

C2
nδ

2D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) 6 2(n− k)(n− k − 1)

θ2

r2
E

σk. (2.13)

Будем считать D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) функцией от n(n+1)

2 переменных

hij при фиксированных h0
ij , которую обозначим через Dk(h). Переменные

hij расположим, например, в следующем порядке:

h11, h22, . . . , hnn;h12, . . . , h1n, h23, . . . , h2n, . . . , hn−1,n.
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Из неравенства А.Д. Александрова для смешанных дискриминантов по-
ложительно определенных форм [2][

D(f1, . . . , fn)
]m

>
m∏
k=1

D(fk, . . . , fk︸ ︷︷ ︸
m

, fm+1, . . . , fn),

где знак равенства может стоять лишь в случае пропорциональности форм
f1, . . . , fm, получаем, что для точек

h1 = (h1
11, h

1
22, . . . , h

1
ij , . . .), h

2 = (h2
11, h

2
22, . . . , h

2
ij , . . .)[

Dk(th1 + (1− t)h2)
]1/k

> t
[
Dk(h1)

]1/k + (1− t)
[
Dk(h2)

]1/k
, t ∈ [0, 1],

где знак равенства стоит тогда и только тогда, когда координаты точек h1

и h2 пропорциональны. Это означает, что в точке h , где hij являются ко-
эффициентами положительно определенной квадратичной формы, функция
D

1/k
k строго вогнута по всем направлениям за исключением направления

Oh, в котором она линейна.
У нас h11 > . . . > hnn > 0 и h11i = 0. Поэтому вектор Oh не лежит

в плоскости h11i = 0. Значит, у нас форма d2D
1/k
k |h11i=0< 0. Обозначим

через λ1 максимальное собственное значение этой формы. Тогда

d2D
1/k
k =

1
k

(
(
1
k
− 1)D1/k−2

k dD2
k +D

1/k−1
k d2Dk

)
6 λ1

∑
i,j>1

h2
ij1.

Отсюда

d2Dk 6 kD
1−1/k
k λ1

∑
i,j>1

h2
ij1 + (1− 1

k
)
dD2

k

Dk
. (2.14)

Из (2.2) CkndDk = ρ′k−CknδDk. Так как |CknδDk| 6 (n−k)2θσk

rE
, cледователь-

но,

(CkndDk)2 6 ρ′k
2 +

(n− k)2θσk
rE

(
2|ρ′k|+

(n− k)2θσk
rE

)
. (2.15)

Оценим теперь λ1. Речь идет о максимальном собственном значении мат-
рицы 

∂2D
1/k
k

∂hii∂hjj

... ∂2D
1/k
k

∂hii∂hkl

. . . . . . .
∂2D

1/k
k

∂hkl∂hjj

... ∂2D
1/k
k

∂hkl∂hpq

 (2.16)

(i, j, k, l, p, q = 2, . . . , n; k 6= l, p 6= q). Другими словами, мы дожны рассмот-
реть ограничение функции D

1/k
k на плоскость

αconst :


h11 = const,
h12 = const,
...
h1n = const .
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На плоскости αconst максимальное собственное значение квадратичной фор-
мы d2D

1/k
k достигается на векторе, являющемся проекцией вектора Oh на

эту плоскость, то есть на векторе (h22, h33, . . . , hnn, h23, . . .).
Так как у нас hij = 0 при i 6= j, то в направлении этого вектора имеем∑

i,j,p,q>1

∂2D
1/k
k

∂hij∂hpq
hijhpq = λ1

∑
i,j>1

h2
ij = λ1

∑
i>1

h2
ii.

Учитывая, что любой главный минор (n−k)-го порядка матрицы (h0
ij) огра-

ничен снизу и сверху величинами rn−kE и Rn−kE , соответственно, получаем

0 =
∑
i,j,p,q

∂2D
1/k
k

∂hij∂hpq
hijhpq =

∑
i,j,p,q>1

∂2D
1/k
k

∂hij∂hpq
hijhpq +

∂2D
1/k
k

∂h2
11

h2
11+

+2
∑
i>1

∂2D
1/k
k

∂h11∂hii
h11hii = λ1

∑
i>1

h2
ii +

1
k
D

1/k−2
k ×

×

[
(
1
k
− 1)

(
∂Dk

∂h11

)2

h2
11 + 2

∑
i>1

(
Dk

∂2Dk

∂h11∂hii
+ (

1
k
− 1)

∂Dk

∂h11

∂Dk

∂hii

)
h11hii

]
>

> λ1

∑
i>1

h2
ii+

σ
1/k−2
k

k(Ckn)1/kK
1/k−2
E

[
(
1
k
− 1)(S1

k−1R
n−k
E h11)2+

+2
∑
i>1

(
SkS

1i
k−2r

2(n−k)
E + (

1
k
− 1)S1

k−1S
i
k−1R

2(n−k)
E

)
h11hii

]
.

Здесь Sk — k-я элементарная симметрическая функция от h11, . . . , hnn,
Sik−1 — (k − 1)-я элементарная симметрическая функция от h11, . . . , hnn,

кроме hii, Sijk−2 — (k − 2)-я элементарная симметрическая функция от
h11, . . . , hnn, кроме hii, hjj , σk = CknDkKE .

Учитывая, что ∑
i

Sik−1hii = kSk,∑
i>1

S1i
k−2hii = (k − 1)S1

k−1,

S1
k−1h11 >

k

n
Sk,

получаем оценку для λ1:

λ1 6
2(k − 1)SkS1

k−1h11

(
R

2(n−k)
E − r2(n−k)

E − 1
2nR

2(n−k)
E

)
σ

1/k−2
k

k(Ckn)1/kK
1/k−2
E

∑
i>1

h2
ii

. (2.17)

Нам требуется отрицательная оценка для λ1, поэтому наложим условие

R
2(n−k)
E − r2(n−k)

E − 1
2n
R

2(n−k)
E < 0.
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Для выполнения этого условия нужно, чтобы для отношения RE
rE

= δ0 вы-
полнялось неравенство

δ
2(n−k)
0 <

2n
2n− 1

. (2.18)

Пусть, кроме того, выполнено условие
h11

hnn
= δ1 6

2n+ 1
2n− 1

. (2.19)

Тогда

hnn 6 . . . 6 h11 = δ1hnn 6 δ1

(
Sk
Ckn

)1/k

6 δ1RE

(
σk
Ckn

)1/k

, (2.20)

так как
Sk

RkE
6 σk 6

Sk

rkE
.

Тогда
∑
i>1

h2
ii 6 (n− 1)δ2

1R
2
E

(
σk

Ck
n

)2/k
, и из (2.17) получаем

λ1 6
2(k − 1)(Ckn)1/kr2k

E

(
R

2(n−k)
E − r2(n−k)

E − 1
2nR

2(n−k)
E

)
n(n− 1)δ2

1K
1/k−2
E σ

1/k
k R2

E

. (2.21)

Теперь, используя (2.14) и (2.15), можно оценить

(d2 + 2dδ)D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij).

Имеем 2dδD(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) =

∑
i,j>1

hij1Aij , где модуль коэффициен-

та Aij не превосходит Ck−1
n−1h

k−1
11 θRn−k−1

E . Из (2.20) получаем

|Aij | 6 Ck−1
n−2δ

k−1
1 Rk−1

E

(
σk
Ckn

)1−1/k

θRn−k−1
E . (2.22)

Тогда, оценив квадратные по hij1 двучлены, получим, заменив с учетом
(2.19) k(n−k)2(n−1)δ2k

1
8n(k−1) на 2n2

Ckn(d2 + 2dδ)D(hij , . . . , hij︸ ︷︷ ︸
k

, h0
ij , . . . , h

0
ij) 6

6 (1− 1
k

)

(
ρ′k

2

ρk
+

(n− k)2θσk
ρkrE

(
2|ρ′k|+

(n− k)2θσk
rE

))
+

+
2n2R2n−2

E σkθ
2

KEr2k
E

(
r

2(n−k)
E + 1

2nR
2(n−k)
E −R2(n−k)

E

) . (2.23)

Из (2.3), (2.11), (2.13) и (2.23) получаем

(n− k + 1)σk−1r
n−k+1
E R̃1

KER
n−k+1
E

6 (k − n− 2)ρk + (1− 1
k

)
ρ′k

2

ρk
− ρ′′k+
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+
(n− k)2σkκRn−k−1

E

KEr
n−k
E

+
(k − 1)(n− k)2θσk

krE

(
2|ρ′k|+

(n− k)2θσk
rE

)
+

+2(n− k)(n− k − 1)
θ2

r2
E

σk +
2n2R2n−2

E σkθ
2

KEr2n
E

(
1 + 1

2nδ
2(n−k)
0 − δ2(n−k)

0

) . (2.24)

Введем функцию ϕk =
(

σk

Ck
nKE

)1/k
. Тогда

ρk = ϕkkC
k
n(1 + v2

1 + . . .+ v2
n)−

n+2
2 .

В рассматриваемой точке получаем

(k − n− 2)ρk + (1− 1
k

)
ρ′k

2

ρk
− ρ′′k = kCknϕ

k−1
k (ϕk − ϕ′′k).

А так как
(
σk−1

Ck−1
n

) 1
k−1

>
(
σk

Ck
n

) 1
k
, то σk−1 > Ck−1

n K
k−1

k
E ϕk−1

k .

Обозначив

A =
Rn−k+2
E K

1/k
E

rn−k+1
E

,

B =
1
k

 2n2R2n−2
E θ2

KEr2n
E

(
1 + 1

2nδ
2(n−k)
0 − δ2(n−k)

0

) + 2(n− k)(n− k − 1)
θ2KE

r2
E

+

+
(n− k)2κRn−k−1

E

rn−kE

+
(k − 1)(n− k)2θKE

krE

(
2|ϕ′k|+

(n− k)2θϕkKE

krE

))
,

из (2.24) получаем оценку на максимальный условный радиус кривизны в
рассматриваемой точке:

R̃1 6
A

RE

(
ϕk(1 +B)− ϕ′′k

)
. (2.25)

Отсюда получаем оценку на максимальный главный радиус кривизны

R1 6 A
(
ϕk(1 +B)− ϕ′′k

)
. (2.26)

Дифференцирование по v1 можно заменить дифференцированием по длине
дуги на единичной сфере [1].

Теперь нам осталось выяснить геометрический смысл величин θ и κ.
Пусть γ(s) — геодезическая на поверхности E, такая, что γ(0) =

= X, γ̇(0) =
(
dv1
ds , . . . ,

dvn
ds

)
. Пусть kn(s) — нормальная кривизна этой гео-

дезической. Вычислим dkn
ds (0). Имеем

kn = LEij
dvi
ds

dvj
ds

,

dkn
ds

=
∂LEij
∂vk

dvi
ds

dvj
ds

dvk
ds

+ 2LEij
d2vi
ds2

dvj
ds

,

по повторяющимся индексам происходит суммирование.
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Обозначим символом (; ) ковариантное дифференцирование и

πijk = LEij;k =
∂LEij
∂vk

− ΓaikL
E
aj − ΓajkL

E
ai.

Числа πijk являются координатами тензора Кодацци, симметричного по
всем индексам (см. [3]). Тогда получаем

dkn
ds

= πijk
dvi
ds

dvj
ds

dvk
ds

+ 2(
d2vi
ds2

+ Γiab
dva
ds

dvb
ds

)(LEij
dvj
ds

) = πijk
dvi
ds

dvj
ds

dvk
ds

.

Для координат тензора Кодацци в [4] получено выражение

πijk =
(

∂2r

∂vi∂vj
,
∂ν

∂vk

)
−
(
∂r

∂vk
,
∂2ν

∂vi∂vj

)
. (2.27)

Здесь r — вектор-функция, задающая поверхность E, ν — единичная нор-
маль поверхности E. В окрестности точки X для них имеют место выра-
жения

r = (h0
1, . . . , h

0
n, h

0 − h0
i vi), ν =

(v1, . . . , vn, 1)
(1 + v2

1 + · · ·+ v2
n)1/2

. (2.28)

Вычисляя, получаем

πijk(0, . . . , 0) = h0
ijk(0, . . . , 0).

Для коэффициентов первой квадратичной формы поверхности E из
(2.28) получаем

gEij = h0
1ih

0
1j + · · ·+ h0

nih
0
nj + q, (2.29)

где q — квадратичная форма от v1, . . . , vn. Следовательно, в точке X с
координатами (0, . . . , 0) матрицы (gEij) и (h0

ij) связаны соотношением (gEij) =
= (h0

ij)
2, поэтому собственные значения матрицы (gEij) заключены между

r2
E и R2

E , а тогда r2
E 6 gEii 6 R2

E .
Обозначим max

η̄

dkn
ds (0) = θ̃. Здесь максимум берется по всем направ-

лениям η̄ на E в точке X. Значит, для любого единичного вектора η̄ =
= (η1, . . . , ηn) модуль кубической формы

|π(η)| = |πijkηiηjηk| 6 θ̃.

Взяв η̄1 = (0, . . . , 0, ηi, 0, . . . , 0) , получим

|π|iii|ηi
3| 6 θ̃ при gE|ii|η

i2 = 1.

(Здесь и далее по индексам, заключенным в знак | |, суммирование не
производится.) Следовательно, |πiii| 6 θ̃R3

E .

Возьмем единичные векторы η̄2, η̄3 с ненулевыми только i-ми и j-ми
координатами

η̄2 = (0, . . . , αηi, . . . , αηj , . . . , 0), η̄3 = (0, . . . ,−βηi, . . . , βηj , . . . , 0).

Положим |ηi| =
√

3
2RE

, ηj = 1
2RE

, α > 0, β > 0.
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Так как собственные значения матрицы (gEij) не превосходят R2
E , то 1 =

= gE|ii|η
i2α2 + 2gE|ij|η

iηjα2 + gE|jj|η
j2
α2 6 R2

E
α2

R2
E

= α2, поэтому α > 1. Анало-
гично β > 1.
Получаем

−θ̃ 6
π(η̄2) + π(η̄3)

2
= π|jjj|η

j3α3 + β3

2
+ 3π|iij|η

i2ηj
α3 + β3

2
+

+3π|ijj|η
iηj

2α3 − β3

2
+ π|iii|η

i3α
3 − β3

2
6 θ̃. (2.30)

Взяв знак ηi таким, чтобы 3π|ijj|ηiηj
2 α3−β3

2 + π|iii|η
i3 α3−β3

2 > 0, из второго
неравенства в (2.30) с учетом α3+β3

2 > 1 получаем πiij 6 θ̃R3
E (i 6= j). Взяв

ηi с противоположным знаком, из первого неравенства в (2.30) получим
πiij > −θ̃R3

E (i 6= j).
Возьмем единичные векторы η̄4, η̄5 с ненулевыми только i, j, k-ми ко-

ординатами
η̄4 = (0, . . . , αηi, . . . , αηj , . . . , αηk, . . . , 0),

η̄5 = (0, . . . , βηi, . . . ,−βηj , . . . ,−βηk, . . . , 0).

Положим |ηi| = |ηj | = |ηk| =
√

3
3RE

, α > 0, β > 0. Тогда, как и выше,
α > 1, β > 1. А так как собственные значения матрицы (gEij) не меньше
r2
E , то α 6 RE

rE
, β 6 RE

rE
.

Получаем

−θ̃ 6
π(η̄4) + π(η̄5)

2
= π|iii|η

i3α
3 + β3

2
+ π|jjj|η

j3α3 − β3

2
+

+π|kkk|η
k3α3 − β3

2
+ 3π|ijj|η

iηj
2α3 + β3

2
+ 3π|ikk|η

iηk
2α3 + β3

2
+

+3π|jii|η
jηi

2α3 − β3

2
+ 3π|jkk|η

jηk
2α3 − β3

2
+ 3π|kii|η

kηi
2α3 − β3

2
+

+3π|kjj|η
kηj

2α3 − β3

2
+ 6π|ijk|η

iηjηk 6 θ̃. (2.31)

Выберем знак ηi так, чтобы в последнем выражении кубической формы
сумма первого, четвертого и пятого слагаемых была неотрицательна. Знак
ηj выберем так, чтобы сумма второго, шестого и седьмого слагаемых была
тоже неотрицательна. Знак ηk выберем так, чтобы ηiηjηk > 0. Учитывая,
что α3+β3

2 > 1 , |α
3−β3|

2 6 1
2

(
RE
rE
− 1
)
< 1/20, из второго неравенства в (2.31)

получаем πijk 6 θ̃R3
E (i 6= j 6= k). Поменяв знаки ηi, ηj , из первого неравен-

ства в (2.31) получаем πijk > −θ̃R3
E (i 6= j 6= k).

Итак, в точке X
θ = max

i,j,k
|h0
ijk| 6 θ̃R3

E . (2.32)

Вычислим теперь d2kn
ds2

(0) . Учитывая, что γ(s) — геодезическая, полу-
чим

d2kn
ds2

= πijk;l
dvi
ds

dvj
ds

dvk
ds

dvl
ds
.
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Но πijk;l, вообще говоря, не симметричны по всем индексам. Симметрируя
π(ijk;l) = πijkl , получаем

d2kn
ds2

= πijkl
dvi
ds

dvj
ds

dvk
ds

dvl
ds
.

Обозначим max
η̄
|d2kn
ds2

(0)| = τ, где максимум берется по всем направле-

ниям на E в точке X.
Из соотношения |πijklηiηjηkηl| 6 τ для введенного выше единичного век-

тора η̄1 получаем для всех i

|πiiii| 6 τR4
E . (2.33)

Рассматривая соотношение |πijklηiηjηkηl| 6 τ для введенного выше еди-
ничного вектора η̄2, получаем систему неравенств для всех i 6= j

−13
4
< πijjj ±

3
√

3
2
πiijj + 3πjiii <

13
4
,

−13
4
< 3πijjj ±

3
√

3
2
πiijj + πjiii <

13
4
.

Отсюда
|πijjj | 6

13
8
τR4

E , |πiijj | 6
3
2
τR4

E (i 6= j). (2.34)

Возьмем для вектора η̄4 |ηi| =
√

2
2RE

, |ηj | = |ηk| = 1
2RE

. Выбрав знак ηi,
получим для всех i 6= j 6= k

|πiijk| 6 4τR4
E . (2.35)

Символом (, i) обозначим частную производную по vi. Из формул (2.27)
и (2.28) получаем в точке X

π111,1 = h0
1111 + 3h0

11, π(11i,j) = h0
11ij +

1
2
h0
ij (i 6= j 6= 1),

π(111,i) = h0
111i +

3
2
h0

1i, π(11i,i) = h0
11ii +

h0
11 + h0

ii

2
(i 6= 1). (2.36)

Из (2.29) и (2.32) с учетом |h0
ij | 6 RE получаем в точке X

|gij,l| 6 2nR4
E θ̃.

Собственные значения матрицы контравариантного метрического тензо-
ра
(
gkl
)
заключены между 1

R2
E

и 1
r2E

, значит |gkl| 6 1
r2E
. Следовательно, для

коэффициентов Кристоффеля поверхности E в точке X
имеет место оценка

|Γkij | 6
3n2R4

E θ̃

r2
E

.

Тогда

|πijk;l − πijk,l| 6
9n3R7

E θ̃
2

r2
E

,
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|π(ijk;l) − π(ijk,l)| 6
9n3R7

E θ̃
2

r2
E

.

Из (2.5), (2.33) и (2.36) получаем

|κ11| = |h0
1111 + 3h0

11| = |π111,1| 6 |π111;1|+
9n3R7

E θ̃
2

r2
E

6 τR4
E +

9n3R7
E θ̃

2

r2
E

.

Так как |h0
1i| 6

√
R2
E − r2

E (i 6= 1), то из (2.5), (2.34) и (2.36) получим

|κi1| = |π(111,i) +
1
2
h0

1i| 6 |π(111;i)|+
9n3R7

E θ̃
2

r2
E

+
1
2

√
R2
E − r2

E 6

6
13
8
τR4

E +
9n3R7

E θ̃
2

r2
E

+
1
2

√
R2
E − r2

E (i 6= 1).

Аналогично из (2.5), (2.35) и (2.36) получаем

|κij | = |π(11i,j) +
1
2
h0
ij | 6 4τR4

E +
9n3R7

E θ̃
2

r2
E

+
1
2

√
R2
E − r2

E (i 6= j 6= 1).

Далее из (2.5), (2.34) и(2.36) получаем

|κii| = |π(11i,i) +
1
2
h0
ii −

1
2
h0

11| 6
3
2
τR4

E +
9n3R7

E θ̃
2

r2
E

+
1
2

(RE − rE) (i 6= 1).

Таким образом, для κ = max
i,j
|κij | получаем оценку

κ 6 4τR4
E +

9n3R7
E θ̃

2

r2
E

+
1
2

√
R2
E − r2

E .

Сформулируем теперь доказанную теорему.
Пусть γ(s) — геодезическая на поверхности E, проходящая через точку

γ(0) с внешней нормалью ν в направлении η. Пусть kn(s) — нормальная
кривизна этой геодезической. Обозначим

θ̃(ν) = max
η

dkn
ds

(0), τ(ν) = max
η
|d

2kn
ds2

(0)|,

где максимумы берутся по всем направлениям в точке γ(0). Введем функ-
ции

θ(ν) = θ̃(ν)R3
E(ν),

κ(ν) = 4τ(ν)R4
E(ν) +

9n3R7
E(ν)θ̃2(ν)
r2
E(ν)

+
1
2

√
R2
E(ν)− r2

E(ν),

где RE(ν) — максимальный, а rE(ν) — минимальный радиусы нормальной
кривизны поверхности E в точке γ(0). Обозначим

A(ν) =
Rn−k+2
E K

1/k
E

rn−k+1
E

,
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B(ν) =
1
k

 2n2R2n−2
E θ2

KEr2n
E

(
1 + 1

2nδ
2(n−k)
0 − δ2(n−k)

0

) + 2(n− k)(n− k − 1)
θ2KE

r2
E

+

+
(n− k)2κRn−k−1

E

rn−kE

+
(k − 1)(n− k)2θKE

krE

(
2|ϕ′k|+

(n− k)2θϕkKE

krE

))
,

где все величины в правых частях считаются в точке γ(0) или ν. Доказана
следующая

Теорема. Пусть S и E — регулярные замкнутые выпуклые, удовлетво-
ряющие условиям (2.18) и (2.19 ) поверхности в евклидовом пространстве
En+1. Пусть ϕ(ν) = σk

(
R̃1(ν), . . . , R̃n(ν)

)
—k-я элементарная симметриче-

ская функция условных радиусов кривизны поверхности S относительно
E. Тогда для радиусов нормальной кривизны поверхности S справедлива
оценка

R 6 max
ν,η

1
A

[
ϕk(1 +B)− ϕ′′k

]
, где ϕk =

(
ϕ

KECkn

)1/k

,

а дифференцирование выполняется по длине дуги большого круга на еди-
ничной сфере в точке ν в направлении η. Максимум берется по всем точкам
сферы и всем направлениям в этих точках.

Полученная оценка является точной: если поверхности S и E являются
единичными сферами, то A(ν) ≡ 1, B(ν) ≡ 0, и теорема дает R 6 1.
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