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УДК 517.51

ОБ ОДНОЙ АППРОКСИМАЦИОННОЙ ОЦЕНКЕ

c© 2011 М.Б. Мэдэгэй1

Рассматриваются линейные операторы, удовлетворяющие некоторым усло-
виям. Указанные операторы являются частным видом операторов класса
S2m (по П.П. Коровкину). Получена оценка величины |Ln(f, x)− f(x)| для
f ∈ W 2Hα

M , Ln принадлежат классу S6. Для вывода оценки используется
метод интерполяции, описанный в работах Ю.Г. Абакумова, О.Н. Шестако-
вой.

Ключевые слова: линейные операторы, аппроксимационная оценка, метод ин-
терполяции.

1. Предварительные сведения

Пусть f(t) ∈ C [a, b] или f(t) ∈ C2π, Ln : C [a, b] → C [a, b] или Ln : C2π → C2π —
последовательность линейных операторов. Последовательность {Ln} называется
аппроксимирующей, если ∀f ∈ C [a, b] или ∀f ∈ C2π выполняется
‖Ln(f, x)− f(x)‖ → 0 при n → ∞. Пусть W ⊂ C [a, b] или W ⊂ C2π —неко-
торое множество (класс) функций. Аппроксимационными оценками называют
неравенства вида

‖Ln(f, x)− f(x)‖ 6 αn → 0, (1)

которые выполняются при условии f ∈ W . Правая часть αn зависит от характе-
ристик класса W и от характеристик операторов Ln.

Хорошо отработана методика получения оценок вида (1) в случае, если Ln —
положительные операторы. Напомним, оператор называется положительным, если
f(t) > 0 ⇒ ∀x Ln(f, x) > 0.

В предлагаемой статье рассматриваются последовательности аппроксимацион-
ных операторов, не являющихся положительными.

В [1] приводится следующая схема получения оценок в терминах линейных
нормированнных пространств.

Пусть X —линейное нормированное пространство. Множество K ⊂ X называ-
ем конусом, если K — замкнутое выпуклое множество, которое вместе с любым,
принадлежащим ему элементом содержит луч, состоящий из элементов вида λp,
где λ > 0—действительное число. Если K означает конус, то K∗ —множество
линейных функционалов с конечной нормой, неотрицательных на K.
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Полагаем, что в X зафиксирована последовательность конусов Kn, n = 1, 2, ...
и последовательность элементов pn, причем ‖pn‖ равномерно по n ограничены,
µ ∈ X∗, F = lin {zi}i=1, при этом полагаем, что {zi}i=1 линейно независима (здесь
linM означает линейную оболочку множества M).

Будем полагать, что p ∈ Φ = Φ(F, {Kn} , {pn}), если по p найдутся последова-
тельности положительных чисел cn и последовательность элементов gn ∈ F такие,
что cnpn−p+gn ∈ Kn, −cnpn−p+gn ∈ −Kn, при этом cnµ(pn) → 0, µ(gn−p) → 0.
Схема получения аппроксимационных оценок, предложенная в [1], основана на
использовании неравенства

|µn(p)− µ(p)| 6 cnµn(pn) + |µn(gn)− µ(p)| , (2)

где µn ∈ K∗
n.

Конкретизацией этой схемы является так называемый метод интерполяции
(см. [2; 3]). Кратко изложим суть метода. Будем говорить, что последовательность
операторов Ln, Ln : C [a, b] → C [a, b] или Ln : C2π → C2π удовлетворяет условию
U(m, {hn} , {ki}), где m > 0—целое, hn ↓ 0, n = 1, 2, ..., 1 < k1 < ... < km−1, если

signϕn(t) = sign(h2
n − (t− x)2)

m−1∏

i=1

(k2
i h2

n − (t− x)2) ⇒ Ln(ϕn(t), x) > 0.

Согласно [4] эти операторы принадлежат классу S2m. Заметим, что в периодиче-
ском случае запись (t−x)2 означает 2π-периодическую функцию, равную (t−x)2

на (x− π, x + π].
Согласно методу интерполяции вывод оценки величины ‖Ln(f(t), x)− f(x)‖

производится по следующей схеме:
1) фиксируем (произвольным образом) x;
2) вводим вспомогательную функцию ϕn(t) = f(t)−gn(t), зависящую от n, где

gn(t)—интерполяционный многочлен Лагранжа, интерполирующий f(t) в узлах
x± hn, x± kihn, i = 1, ..., m− 1;

3) полагаем

pn(t) = (h2
n − (t− x)2)

m−1∏

i=1

(k2
i h2

n − (t− x)2)

и подбираем cn > 0 так, чтобы |ϕn(t)| 6 cn |pn(t)|;
4) отсюда следует, что |Ln(ϕn(t), x)| 6 cnLn(pn(t), x);
5) предполагая Ln(1, x) = 1, получим
Ln(f(t), x− f(x) 6 cnLn(pn(t), x) + |Ln(gn(t), x)− f(x)|;
6) выражаем Ln(pn(t), x), ‖f(t, x1, ..., x2m‖ через hn и β

(i)
n =

∥∥Ln((t− x)i, x)
∥∥

и получаем оценку.
В последнем пункте обозначено x1 = x− kmhn, x2 = x− km−1hn, ... ,xm = x−

− hn, xm+1 = x + hn, ..., x2m = x + k2mhn, f(t, x1, ..., x2m)—разделенная разность
(см.[5]).

Для любого целого m > 1 известны конкретные аппроксимационные после-
довательности, удовлетворяющие условиям типа U(m, {hn} , {ki}) при некоторых
конкретных значениях hn и ki.

2. Формулировка результата
Аппроксимационные оценки методом интерполяции получены О.Н. Шестако-

вой, Е.П. Галайдой (при m = 1, 2), Ю.Г. Абакумовым (при m = 2, 3). Ниже мы
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получим новую оценку при значении m = 3. Результат оформим в виде теоремы
следующего содержания.

Теорема. Пусть дана некоторая монотонная, сходящаяся к нулю последова-
тельность действительных чисел hn. Пусть далее оператор Ln удовлетворяет усло-
вию

signϕn(t) = sign

2∏

i=0

(k2
i h2

n − (t− x)2) ⇒ Ln(ϕn(t), x) > 0,

k0 = 1, 1 < k1 < k2. При этом Ln(1, x) = 1. Тогда для функции f(t) ∈ C [a, b],
f//(t) ∈ Lipα, где 0 < α < 1, имеет место оценка

‖Ln(f(t, x))− f(x)‖ 6
∥∥∥f/

∥∥∥ · β(1)
n +

∥∥f//
∥∥

2
β(2)

n +

+

[
(k1 + k2 + 1)(k1 + 1)α−1 + k1(k2 − 1)α−1

]

2k1k2(k1 + k2)(k2 + 1)
Mhα−4

n β(6)
n +

+
kα+1
2 (k2

1 − 1) + kα+1
1 (k2

2 − 1) + (k2
2 − k2

1)
(α2 + 3α + 2)(k2

2 − k2
1)(k

2
2 − 1)(k2

1 − 1)
Mhα−3

n β(5)
n +

+(
kα+2
2 (k2

1 − 1) + kα+2
1 (k2

2 − 1) + (k2
2 − k2

1)
(α2 + 3α + 2)(k2

2 − k2
1)(k

2
2 − 1)(k2

1 − 1)
+

+
((k1 + k2 + 1)(k1 + 1)α−1 + k1(k2 − 1)α−1)(k2

1 + k2
2 + 1)

2k1k2(k1 + k2)(k2 + 1)
)Mhα−2

n β(4)
n +

+
kα+1
2 (k4

1 − 1) + kα+1
1 (k4

2 − 1) + (k4
2 − k4

1)
(α2 + 3α + 2)(k2

2 − k2
1)(k

2
2 − 1)(k2

1 − 1)
Mhα−1

n β(3)
n + (3)

+(
kα+2
2 (k4

1 − 1) + kα+2
1 (k4

2 − 1) + (k4
2 − k4

1)
(α2 + 3α + 2)(k2

2 − k2
1)(k

2
2 − 1)(k2

1 − 1)
+

+

[
(k1 + k2 + 1)(k1 + 1)α−1 + k1(k2 − 1)α−1

]
(k2

1 + k2
2 + k2

1k
2
2)

2k1k2(k1 + k2)(k2 + 1)
)Mhα

nβ(2)
n +

+
k2
1k

α+1
2 (k2

1 − 1) + kα+1
1 k2

2(k
2
2 − 1) + k2

1k
2
2(k

2
2 − k2

1)
(α2 + 3α + 2)(k2

2 − k2
1)(k

2
2 − 1)(k2

1 − 1)
Mhα+1

n β(1)
n +

+(
k2
1k

α+2
2 (k2

1 − 1) + kα+2
1 k2

2(k
2
2 − 1) + k2

1k
2
2(k

2
2 − k2

1)
(α2 + 3α + 2)(k2

2 − k2
1)(k

2
2 − 1)(k2

1 − 1)
+

+
(k1 + k2 + 1)(k1 + 1)α−1 + k1(k2 − 1)α−1)k1k2

2(k1 + k2)(k2 + 1)
)Mhα+2

n ,

здесь β
(i)
n =

∥∥Ln((t− x)i, x)
∥∥, где i = 1, 6

3. Доказательство теоремы

Фиксируем произвольным образом x ∈ [a, b] и n ∈ N и рассматриваем функцию
ϕn(t) = f(t) − gn(t), где gn(t)—полином Лагранжа, интерполирующий функцию
f(t) в узлах x1 = x− k2hn, x2 = x− k1hn, x3 = x− hn, x4 = x + hn, x5 = x + k1hn,
x6 = x + k2hn. Обозначим ϕn(t) как остаточный член интерполяции.

По определению ϕn(t) имеем равенство
f(t)− f(x) = gn(t)− f(x) + ϕn(t).
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Отсюда получаем (учитывая, что Ln(1, x) = 1)

‖Ln(f(t), x)− f(x)‖ 6 ‖Ln(g(t), x)− f(x)‖+ ‖Ln(ϕn(t), x)‖ . (4)

Оцениваем первое слагаемое неравенства (4).
Так как функция f(t) имеет в точке x производную до второго порядка вклю-

чительно (f(t) ∈ W 2Hα
M ), то по формуле Тейлора имеем

f(t) = f(x) + f/(x)(t− x) + f//(x)
(t− x)2

2
+ µ(t).

Отсюда

gn(f, t)− f(x) = f/(x)(t− x) + f//(x)
(t− x)2

2
+ g(µ, t), (5)

где g(µ, t)—функция, непрерывная относительно µ ∈ [a, b] при любом значении
t ∈ [a, b] (является многочленом Лагранжа, интерполирующим функцию µ(t) в уз-
лах xi, i = 1, ..., 6).

По интерполяционной формуле Лагранжа

g(µ, t) =
µ(x− k2hn)

−2k2(k2
1 − k2

2)(1− k2
2)h5

n

[
(t− x)5 − k2hn(t− x)4 − (k2

1 + 1)h2
n(t− x)3 +

+ k2(k2
1 + 1)h3

n(t− x)2 + k2
1h

4
n(t− x)− k2

1k2h
5
n

]
+

+
µ(x− k1hn)

−2k1(k2
2 − k2

1)(1− k2
1)h5

n

[
(t− x)5 − k1hn(t− x)4 − (k2

2 + 1)h2
n(t− x)3 +

+ k1(k2
2 + 1)h3

n(t− x)2 + k2
2h

4
n(t− x)− k1k

2
2h

5
n

]
+

+
µ(x− hn)

−2(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)h5
n

[
(t− x)5 − hn(t− x)4 − (k2

1 + k2
2)h

2
n(t− x)3 +

+ (k2
1 + k2

2)h
3
n(t− x)2 + k2

1k
2
2h

4
n(t− x)− k2

1k
2
2h

5
n

]
+ (6)

+
µ(x + hn)

2(1− k2
1)(1− k2

2)h5
n

[
(t− x)5 + hn(t− x)4 − (k2

1 + k2
2)h

2
n(t− x)3 −

− (k2
1 + k2

2)h
3
n(t− x)2 + k2

1k
2
2h

4
n(t− x) + k2

1k
2
2h

5
n

]
+

+
µ(x + k1hn)

2k1(k2
1 − 1)(k2

1 − k2
2)h5

n

[
(t− x)5 + k1hn(t− x)4 − (k2

2 + 1)h2
n(t− x)3 −

− k1(k2
2 + 1)h3

n(t− x)2 + k2
2h

4
n(t− x) + k1k

2
2h

5
n

]
+

+
µ(x + k2hn)

2k2(k2
2 − k2

1)(k
2
2 − 1)h5

n

[
(t− x)5 + k2hn(t− x)4 − (k2

1 + 1)h2
n(t− x)3 −

− k2(k2
1 + 1)h3

n(t− x)2 + k2
1h

4
n(t− x) + k2

1k2h
5
n

]
.

Применяя к выражению (5) последовательность линейных операторов и учи-
тывая при этом (6), получаем

Ln(g(t), x)− f(x) = f/(x)Ln(t− x, x) +
f//(x)

2
· Ln((f − x)2, x)+

+
µ(x− k2hn)

−2k2(k2
1 − k2

2)(1− k2
2)h5

n

· Ln((t− x)5 − k2hn(t− x)4 − (k2
1 + 1)h2

n(t− x)3+

+k2(k2
1 + 1)h3

n(t− x)2 + k2
1h

4
n(t− x)− k2

1k2h
5
n), x)+
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+
µ(x− k1hn)

−2k1(k2
2 − k2

1)(1− k2
1)h5

n

· Ln((t− x)5 − k1hn(t− x)4 − (k2
2 + 1)h2

n(t− x)3+

+k1(k2
2 + 1)h3

n(t− x)2 + k2
2h

4
n(t− x)− k1k

2
2h

5
n), x)+

+
µ(x− hn)

−2(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)h5
n

· Ln((t− x)5 − hn(t− x)4 − (k2
1 + k2

2)h
2
n(t− x)3+

+(k2
1 + k2

2)h
3
n(t− x)2 + k2

1k
2
2h

4
n(t− x)− k2

1k
2
2h

5
n, x)+

+
µ(x + hn)

1− 2(k2
1)(1− k2

2)h5
n

· Ln((t− x)5 + hn(t− x)4 − (k2
1 + k2

2)h
2
n(t− x)3−

−(k2
1 + k2

2)h
3
n(t− x)2 + k2

1k
2
2h

4
n(t− x) + k2

1k
2
2h

5
n, x)+

+
µ(x + k1hn)

2k1(k2
1 − 1)(k2

1 − k2
2)h5

n

· Ln((t− x)5 + k1hn(t− x)4 − (k2
2 + 1)h2

n(t− x)3−

−k1(k2
2 + 1)h3

n(t− x)2 + k2
2h

4
n(t− x) + k1k

2
2h

5
n, x)+

+
µ(x + k2hn)

2k2(k2
2 − k2

1)(k
2
2 − 1)h5

n

· Ln((t− x)5 + k2hn(t− x)4 − (k2
1 + 1)h2

n(t− x)3−

−k2(k2
1 + 1)h3

n(t− x)2 + k2
1h

4
n(t− x) + k2

1k2h
5
n, x).

Так как µ//(t) = f//(t)− f//(x), то µ//(t) ∈ Lipα. Следовательно, выполняется
неравенство

∣∣µ//(t)− µ//(x)
∣∣ 6 M |t− x|α.

Два раза интегрируя обе части неравенства (учитывая при этом, что µ(x) =
= µ/(x) = µ//(x) = 0), получаем

|µ(t)| 6 M |t− x|α+2

(α + 1)(α + 2)
.

|Ln(g(t), x)− f(x)| 6
∣∣∣f/(x)

∣∣∣ · |Ln(t− x, x)|+
∣∣f//(x)

∣∣
2

·
∣∣Ln((t− x)2, x)

∣∣ +

+
Mhα−3

n

∣∣Ln((t− x)5, x)
∣∣

α2 + 3α + 2

[
kα+1
2

(k2
2 − k2

1)(k
2
1 − 1)

+
kα+1
1

(k2
2 − k2

1)(k
2
1 − 1)

+
1

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
+

+
Mhα−2

n

∣∣Ln((t− x)4, x)
∣∣

α2 + 3α + 2

[
kα+2
2

(k2
2 − k2

1)(k
2
2 − 1)

+
kα+2
1

(k2
2 − k2

1)(k
2
1 − 1)

+
1

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
+

+
Mhα−1

n

∣∣Ln((t− x)3, x)
∣∣

α2 + 3α + 2

[
kα+1
2 (k2

1 + 1)
(k2

2 − k2
1)(k

2
2 − 1)

+
kα+1
1 (k2

2 + 1)
(k2

2 − k2
1)(k

2
1 − 1)

+
k2
1 + k2

1

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
+

+
Mhα

n

∣∣Ln((t− x)2, x)
∣∣

α2 + 3α + 2

[
kα+2
2 (k2

1 + 1)
(k2

2 − k2
1)(k

2
2 − 1)

+
kα+2
1 (k2

2 + 1)
(k2

2 − k2
1)(k

2
1 − 1)

+
k2
1 + k2

2

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
+

+
Mhα+1

n |Ln((t− x), x)|
α2 + 3α + 2

[
k2
1k

α+1
2

(k2
2 − k2

1)(k
2
2 − 1)

+
kα+1
1 k2

2

(k2
2 − k2

1)(k
2
1 − 1)

+
k2
1k

2
2

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
+

+
Mhα+2

n

α2 + 3α + 2

[
k2
1k

α+2
2

(k2
2 − k2

1)(k
2
2 − 1)

+
kα+2
1 k2

2

(k2
2 − k2

1)(k
2
1 − 1)

+
k2
1k

2
2

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
.

Переходим от модуля к норме. При этом обозначаем β
(i)
n =

∥∥Ln((t− x)i, x)
∥∥.

‖Ln(g(t), x)− f(x)‖ 6
∥∥∥f/

∥∥∥ · β(1)
n +

∥∥f//
∥∥

2
β(2)

n +

+
Mhα−3

n

α2 + 3α + 2

[
kα+1
2

(k2
2 − k2

1)(k
2
1 − 1)

+
kα+1
1

(k2
2 − k2

1)(k
2
1 − 1)

+
1

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
β(5)

n +
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+
Mhα−2

n

α2 + 3α + 2

[
kα+2
2

(k2
2 − k2

1)(k
2
2 − 1)

+
kα+2
1

(k2
2 − k2

1)(k
2
1 − 1)

+
1

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
β(4)

n +

+
Mhα−1

n

α2 + 3α + 2

[
kα+1
2 (k2

1 + 1)
(k2

2 − k2
1)(k

2
2 − 1)

+
kα+1
1 (k2

2 + 1)
(k2

2 − k2
1)(k

2
1 − 1)

+
k2
1 + k2

1

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
β(3)

n + (7)

+
Mhα

n

α2 + 3α + 2

[
kα+2
2 (k2

1 + 1)
(k2

2 − k2
1)(k

2
2 − 1)

+
kα+2
1 (k2

2 + 1)
(k2

2 − k2
1)(k

2
1 − 1)

+
k2
1 + k2

2

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
β(2)

n +

+
Mhα+1

n

α2 + 3α + 2

[
k2
1k

α+1
2

(k2
2 − k2

1)(k
2
2 − 1)

+
kα+1
1 k2

2

(k2
2 − k2

1)(k
2
1 − 1)

+
k2
1k

2
2

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
β(1)

n +

+
Mhα+2

n

α2 + 3α + 2

[
k2
1k

α+2
2

(k2
2 − k2

1)(k
2
2 − 1)

+
kα+2
1 k2

2

(k2
2 − k2

1)(k
2
1 − 1)

+
k2
1k

2
2

(k2
2 − 1)(k2

1 − 1)

]
.

Оцениваем второе слагаемое неравенства (4). По интерполяционной формуле
Ньютона имеем

|ϕ(t)| = |f(t;x1; x2; x3;x4; x5; x6)|
∣∣(t− x)6 − (k2

1 + k2
2 + 1)h2

h−
− (k2

1 + k2
2 + 1)h2

h(t− x)4 + (k2
1 + k2

2 + k2
1k

2
2)h

4
n(t− x)2 − k2

1k
2
2h

6
n

∣∣ .

Оцениваем вначале разделенную разность

|f(t;x1; x2; x3;x4; x5; x6)| 6 1
2k2(k1 + k2)h2

n

×

×(
|f(x4; t; x5;x6)|+ |f(x3;x4; t;x5)|+ |f(x2; t;x3;x4)|+ |f(x1; x2; t; x3)|

(k2 + 1)hn
+

+
|f(x3; t;x4; x5)|+ |f(x2; x3; t; x4)|

k1hn
).

Для любых t1, t2, t3, t4 ∈ [a, b] : t1 < t2 < t3 < t4

|f(t1; t2; t3; t4)| = |f(t2; t3; t4)| − |f(t1; t2; t3)|
t4 − t1

=

=
1

t4 − t1

∣∣∣∣
f//(ξ2)− f//(ξ1)

2

∣∣∣∣ 6 |ξ2 − ξ1|α
2(t4 − t1)

6 M

2
(t4 − t1)α−1,

где ξ1 ∈ [t1; t3], ξ2 ∈ [t2; t4].
Оцениваем отдельно абсолютные величины разделенных разностей третьего по-

рядка:

|f(x4; t; x5;x6)| = |f(x1; x2; t; x3)| 6 M

2
(k2 − 1)α−1hα−1

n ,

|f(x3; t; x4;x5)| = |f(x2; t;x3; x4)| 6 M

2
(k1 + 1)α−1hα−1

n .

Подставляем полученные оценки в оценку разделенной разности, содержащей t

|f(t;x1; x2; x3; x4;x5; x6)| 6

6 Mhα−4
n

2k2(k1 + k2)

[
(k2 − 1)α−1 + (k1 + 1)α−1

k2 + 1
+

(k1 + 1)α−1

k1

]
,

и слагаемое получает оценку

‖Ln(ϕ(t), x)‖ 6 Mhα−4
n

2k2(k1 + k2)

[
(k2 − 1)α−1 + (k1 + 1)α−1

k2 + 1
+

(k1 + 1)α−1

k1

]
β(6)

n +

+
Mhα−2

n (k2
1 + k2

2 + 1)
2k2(k1 + k2)

[
(k2 − 1)α−1 + (k1 + 1)α−1

k2 + 1
+

(k1 + 1)α−1

k1

]
β(4)

n + (8)
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+
Mhα

n(k2
1 + k2

2 + k2
1k

2
2)

2k2(k1 + k2)

[
(k2 − 1)α−1 + (k1 + 1)α−1

k2 + 1
+

(k1 + 1)α−1

k1

]
β(2)

n +

+
Mhα+2

n k2
1k2

2(k1 + k2)

[
(k2 − 1)α−1 + (k1 + 1)α−1

k2 + 1
+

(k1 + 1)α−1

k1

]
.

Суммируя оценки (7) и (8), получаем указанный в теореме результат.
Заметим, что полученная оценка верна и в том случае, если k1, k2 зависят

от n (k1 = k1(n), k2 = k2(n)). Разумеется, должны выполняться неравенства
1 < k1(n) < k2(n).
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ON ONE APPROXIMATION ESTIMATE
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Linear operators satisfying some conditions are considered. The given op-
erators are a particular kind of class S2m operators (by P.P. Korovkin). The
estimate of the value |Ln(f, x)− f(x)| for the f ∈ W 2Hα

M is received, Ln be-
longs to the class S6. For the estimate derivation the interpolation method is
used, described in the works by Yu.G. Abakumov and O.N. Shestakova.
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