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О НЕКОТОРЫХ МНОГООБРАЗИЯХ АЛГЕБР
ЛЕЙБНИЦА1
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В работе представлены два новых результата, касающиеся многообразий
алгебр Лейбница. В случае простой характеристики p основного поля по-
строен пример ненильпотентного многообразия алгебр Лейбница с условием
энгелевости порядка p. В случае поля нулевой характеристики построено
конкретное разложение пространства полилинейных элементов относительно
свободной алгебры в прямую сумму неприводимых модулей симметрической
группы многообразия левонильпотентных алгебр Лейбница ступени три.

Ключевые слова: алгебра Лейбница, энгелевость, многообразие алгебр, диа-
граммы Юнга.

1. Предварительные сведения

Напомним, что алгеброй Лейбница называется векторное пространство с би-
линейным произведением, в котором выполняется тождество:

(xy)z ≡ (xz)y + x(yz). (1)

Согласно этому тождеству, умножение справа на элемент алгебры становится диф-
ференцированием этой алгебры. При условии выполнения тождества антикомму-
тативности xy ≡ −yx тождество (1) эквивалентно тождеству Якоби: x(yz)+y(zx)+
+ z(xy) ≡ 0. Поэтому если в алгебре Лейбница выполняется тождество xx ≡ 0,
то она является алгеброй Ли. В частности, любая алгебра Ли является алгеброй
Лейбница. Обратное неверно. Отметим, что, вероятно, впервые этот класс алгебр
был введен в работе [1] в качестве обобщения понятия алгебры Ли.

Преобразуем тождество (1) следующим образом: x(yz) ≡ (xy)z− (xz)y. Послед-
нее тождество позволяет любой элемент алгебры Лейбница представить в виде
линейной комбинации элементов, в которых скобки расставлены слева направо.
Поэтому договоримся опускать скобки в случае их левонормированной расстанов-
ки, то есть (((x1x2)x3) . . . xn) = x1x2x3 . . . xn. Для удобства записи произведений
обозначим оператор умножения справа, например, на элемент z заглавной буквой
Z, считая, что xz = xZ. В частности, в наших обозначениях получаем равенство
xyy...y︸ ︷︷ ︸

m

= xY m.
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Совокупность всех алгебр, в которых выполняется некоторый фиксированный
набор тождественных соотношений, называется многообразием линейных алгебр.

Предположим, что поле K имеет характеристику ноль. В этом случае вся ин-
формация о многообразии содержится в полилинейных элементах его относитель-
но свободной алгебры счетного ранга. Обозначим через F (X,V) относительно сво-
бодную алгебру многообразия V со счетным множеством свободных образующих
X = {x1, x2, . . .} и через Pn = Pn(V) совокупность всех полилинейных элементов
от x1, x2, . . . , xn в пространстве F (X,V). Отметим, что для удобства изложения
в дальнейшем мы будем обозначать образующие относительно свободной алгебры
и другими символами. Пусть σ — элемент симметрической группы Sn. Будем
полагать, что в результате действия слева перестановки σ на элемент xi1xi2 . . . xin

пространства Pn мы получаем элемент xσ(i1)xσ(i2) . . . xσ(in). Таким образом зада-
ется действие симметрической группы Sn на пространство Pn, вследствие чего Pn

становится модулем над групповым кольцом KSn. Структура Pn как KSn-модуля
играет важную роль и активно изучается для различных многообразий.

Напомним, что стандартный полином степени n имеет вид:

Stn(x1, x2, . . . , xn) =
∑

q∈Sn

(−1)qxq(1)xq(2) . . . xq(n),

где суммирование ведется по элементам симметрической группы, а (−1)q

равно +1 или −1 в зависимости от четности перестановки q. Договоримся, что
переменные, входящие в стандартный полином, будем обозначать специальными
символами сверху (чертой, волной и так далее). Например, стандартный поли-
ном степени n от переменных x1, x2, . . . , xn будем записывать следующим образом:
Stn = x1x2 . . . xn. Понятно, что стандартный полином является кососимметриче-
ским. Переменные, входящие в разные кососимметрические наборы, будем обозна-
чать разными символами, например:

∑

q∈Sn,p∈Sm

(−1)q(−1)pxq(1)xq(2) . . . xq(n)yp(1)yp(2) . . . yp(m) = x1x2 . . . xnỹ1ỹ2 . . . ỹm.

Отметим, что если элемент содержит одни и те же переменные, входящие в раз-
ные кососимметрические наборы, то его знак уже зависит от четности переста-
новок неявным образом, поэтому переменные в этом элементе будем называть
альтернированными. Например, элемент x1 . . . xnx̃1 . . . x̃m содержит два альтерни-
рованных набора переменных. Так как знак каждого слагаемого в стандартном
полиноме зависит от четности перестановки, то во введенных обозначениях имеет
место равенство: xi(1) . . . xi(k)xi(k+1) . . . xi(n) = −xi(1) . . . xi(k+1) xi(k) . . . xi(n). Соглас-
но тождеству (1), можно записать: x1x2x3x4 ≡ x1x2x4x3 + x1x2(x3x4). Непосред-
ственным образом получаем: x1x2x3x4 ≡ 1

2x1x2(x3x4) и в более общем случае:
x1x2 . . . x2n+1 ≡ 1

2n x1(x2x3) . . . (x2nx2n+1). Другими словами, начиная со второго
места, переменные одного кососимметрического набора, стоящие рядом, мы мо-
жем объединять в скобки, умножая элемент на 1

2 для каждой пары.
Поскольку мы рассматриваем случай нулевой характеристики основного поля,

то всякое тождество эквивалентно системе полилинейных тождеств, которая по-
лучается при помощи стандартного метода линеаризации [2]. Приведем пример
этого процесса для тождества

x0(xy)(xy) ≡ 0.

После линеаризации по переменной x получаем:

x0(x1y)(x2y) + x0(x2y)(x1y) ≡ 0.
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Полная линеаризация выглядит следующим образом:

x0(x1y1)(x2y2) + x0(x1y2)(x2y1) + x0(x2y1)(x1y2) + x0(x2y2)(x1y1) ≡ 0.

Договоримся линеаризацию элемента f обозначать linf .
Напомним, что алгебра Ли называется энгелевой порядка m, если она удо-

влетворяет тождеству xY m ≡ 0. Если же в алгебре A выполняется тождество
x1x2 . . . xc+1 ≡ 0, но не выполняется тождество x1x2 . . . xc ≡ 0, то A называется
нильпотентной алгеброй ступени нильпотентности c. Сохраним эти определения
на случай алгебр Лейбница.

2. Пример ненильпотентного многообразия алгебр
Лейбница с условием энгелевости

В случае нулевой характеристики поля Е.И. Зельманов в работе [3] доказал,
что энгелева алгебра Ли нильпотентна. Используя этот результат, в работе [4]
вторым автором доказано, что в случае нулевой характеристики основного поля
многообразие энгелевых алгебр Лейбница является нильпотентным. Для случая
ненулевой характеристики p основного поля П.М. Кон в работе [5] построил при-
мер ненильпотентной алгебры Ли в которой выполнены тождества (xy)(zt) ≡ 0
и xY p+1 ≡ 0. Таким образом, в этом случае многообразие алгебр Ли с условием
энгелевости порядка p + 1 является ненильпотентным.

Следуя идеям указанной статьи, построим ненильпотентную энгелеву алгебру
Лейбница, в которой выполняется тождество энгелевости xY p ≡ 0.

Теорема. Пусть K — поле простой характеристики p. Многообразие U ал-
гебр Лейбница над полем K, удовлетворяющих тождествам xY p ≡ 0 и x(yz) ≡ 0,
ненильпотентно.

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно построить нениль-
потентную алгебру Лейбница, принадлежащую многообразию U.

Пусть W – векторное пространство над полем K, базисом которого является
множество {ef | f ∈ KN}, где KN – множество всех функций натурального аргу-
мента со значениями в K. Определим на пространстве W операцию умножения,
считая, что алгебра W является абелевой алгеброй Ли, то есть ef1ef2 ≡ 0. Для
любого натурального m обозначим δm эндоморфизм векторного пространства W,
который на базисном элементе ef принимает значение ef , где

f(i) =
{

f(i), если i 6= m,
f(i) + 1, если i = m.

Легко проверить, что δmδn = δnδm и δp
m = ε, где ε – тождественный эндо-

морфизм векторного пространства W. Положим xi = δi − ε, i = 1, 2, ..., тогда
xixj = (δi − ε)(δj − ε) = δiδj − δi − δj + ε = δjδi − δj − δi + ε = (δj − ε)(δi − ε) = xjxi.

Относительно операции коммутирования L = 〈xi|i ∈ N〉K – K-оболочка множе-
ства {xi| i ∈ N} является абелевой алгеброй Ли, а W – правым L-модулем.

Необходимая алгебра Лейбница является прямой суммой векторных про-
странств W и L, в котором умножение задается правилом:

(w1 + l1)(w2 + l2) = w1l2,

где w1, w2 ∈ W, l1, l2 ∈ L, а w1l2 – результат применения l2 к элементу w1, при-
надлежащему векторному пространству W. Обозначим полученную алгебру M.
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В алгебре M выполняется тождество x(yz) ≡ 0. На самом деле, подставив в
проверяемое тождество элементы wi + li ∈ M, i = 1, 2, 3, получим

(w1 + l1)((w2 + l2)(w3 + l3)) = (w1 + l1)(w2l3) = 0.

Для любых элементов t, y алгебры M справедливо тождество энгелевости
tY p ≡ 0. Действительно, хорошо известно, что биномиальный коэффициент(

p
m

)
= p!

m!(p−m)! делится на p. Поэтому для всех i ∈ N, f ∈ KN по фор-

муле бинома Ньютона получим efXp
i = ef (δi − ε)(δi − ε)...(δi − ε)︸ ︷︷ ︸

p

= ef δiδi...δi︸ ︷︷ ︸
p

−

−ef εε...ε︸ ︷︷ ︸
p

= 0. Последнее равенство следует из того, что ef δiδi...δi︸ ︷︷ ︸
p

= ef . Заметим,

что результат верен в случае p = 2, так как efxixi = efδiδi + efδiδi = efδiδi −
− efδiδi = 0. То есть efXp

i ≡ 0, для любого натурального i и любой функции f.
Пусть y =

∑
s αsxs +

∑
f βfef – произвольный элемент алгебры M, тогда tY p =

= t(
∑

s αsXs)
p =

∑
s αp

stX
p
s = 0.

Проверим теперь, что M не является нильпотентной алгеброй Лейбница. Обо-
значим через fj1,j2,...,js , где {j1, j2, ..., js} – строго возрастающий набор натураль-
ных чисел, функцию натурального аргумента, принимающую значение 1 в точках
j1, j2, ..., js и значение 0 в остальных точках, а через f0 обозначим функцию, при-
нимающую нулевое значение во всех точках. Докажем методом математической
индукции по числу сомножителей следующую формулу:

ef0x1x2...xm =
m∑

k=0

(−1)k
∑

{j1,j2,...,jm−k}m

ef0δj1δj2 ...δjm−k
, (2)

где {j1, j2, ..., jm−k}m — строго упорядоченное по возрастанию подмножество мно-
жества {1, 2, ..., m}. Для m = 1 получим ef0x1 = ef0δ1− ef0 = ef1 − ef0 , и формула
(2) верна. Предположим, что доказываемое равенство верно для m− 1, то есть

ef0x1x2...xm−1 =
m−1∑

k=0

(−1)k
∑

{j1,j2,...,jm−1−k}m−1

ef0δj1δj2 ...δjm−1−k
,

докажем, что тогда выполнено и равенство (2). Умножив обе части последнего
равенства на xm, получим

ef0x1x2...xm =




m−1∑

k=0

(−1)k
∑

{j1,j2,...,jm−1−k}m−1

ef0δj1δj2 ...δjm−1−k


 xm =

=


ef0δ1δ2...δm−1 −

∑

{j1,j2,...,jm−2}m−1

ef0δj1δj2 ...δjm−2+

+
∑

{j1,j2,...,jm−3}m−1

ef0δj1δj2 ...δjm−3 + ... + (−1)m−1ef0


 (δm − ε) =

= ef0δ1δ2...δm−1δm −
∑

{j1,j2,...,jm−2}m−1

ef0δj1δj2 ...δjm−2δm+

+
∑

{j1,j2,...,jm−3}m−1

ef0δj1δj2 ...δjm−3δm + ... + (−1)m−1ef0δm − ef0δ1δ2...δm−1+
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+
∑

{j1,j2,...,jm−2}m−1

ef0δj1δj2 ...δjm−2 −
∑

{j1,j2,...,jm−3}m−1

ef0δj1δj2 ...δjm−3 + ... + (−1)mef0 .

Заметим, что при s 6 m− 1
∑

{j1,j2,...,js−1}m−1

ef0δj1δj2 ...δjs−1δm +
∑

{j1,j2,...,js}m−1

ef0δj1δj2 ...δjs =

=
∑

{j1,j2,...,js}m

ef0δj1δj2 ...δjs .

После группировки слагаемых получим

ef0x1x2...xm = ef0δ1δ2...δm−1δm−

 ∑

{j1,j2,...,jm−2}m−1

ef0δj1δj2 ...δjm−2δm + ef0δ1δ2...δm−1


 +

+


 ∑

{j1,j2,...,jm−3}m−1

ef0δj1δj2 ...δjm−3δm +
∑

{j1,j2,...,jm−2}m−1

ef0δj1δj2 ...δjm−2


 + ...

... +


(−1)m−1ef0δm + (−1)m−1

m−1∑

{j1}
ef0δj1


 + (−1)mef0 =

=
m∑

k=0

(−1)k
∑

{j1,j2,...,jm−k}
ef0δj1δj2 ...δjm−k

Таким образом, формула (2) верна для любого натурального m.
Из равенства ef0δj1δj2 ...δjm−k

= efj1,j2,...,jm−k
и формулы (2) получаем, что

ef0x1x2...xm =
m∑

k=0

∑

{j1,j2,...,jm−k}m

(−1)kefj1,j2,...,jm−k
.

Таким образом, элемент ef0x1x2...xm равен линейной комбинации различных ба-
зисных элементов с коэффициентами 1 или -1, поэтому отличен от нуля для лю-
бого натурального m. Теорема полностью доказана.

Замечание. Если M — алгебра Ли, принадлежащая многообразию U, то то-
гда из тождества антикоммутативности и тождества x(yz) ≡ 0 следует тождество
yzx ≡ 0, и алгебра M нильпотентна.

3. О строении полилинейной части многообразия
левонильпотентных алгебр Лейбница ступени три

В данном разделе статьи рассматривается многообразие всех алгебр Лейбница,
удовлетворяющих тождественному соотношению

x(y(zt)) ≡ 0. (3)

Вероятно, впервые это многообразие было рассмотрено в работе [6], в которой оно
получило обозначение 3N. Сохраним это обозначение и в этой статье. В работе [7]
были доказаны следующие теоремы:

Теорема. 1. Совокупность элементов вида

θ(i,i1,...,im,j1,...,jm) = xi(xi1xj1)(xi2xj2)...(ximxjm)xk1 ...xkn−2m−1 ,
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где is < js, s = 1, ...,m, i1 < i2 < ... < im, k1 < k2 < ... < kn−2m−1, образуют базис
пространства Pn(3N).

2. Коразмерность вербального идеала многообразия 3N определяется равен-
ством cn(3N) = n · inv(n− 1), где inv(m) – число инволюций (элементов порядка
два) симметрической группы Sm.

Теорема. Для многообразия 3N кратности mλ в разложении
∑

λ`n

mλχλ = χ
3N

равны числу угловых клеток диаграммы Юнга, соответствующей разбиению
λ ` n.

Теорема. Для кодлины многообразия 3N выполняются следующие не-
равенства

p(n) < ln(3N) <
√

2n · p(n),

где p(n) — количество разбиений числа n.
Отметим, что многообразие 3N по своим свойствам похоже на многообразие

алгебр Ли AN2, подробно изученное в работах [8–12].
Приведем пример алгебры Лейбница, лежащей в многообразии 3N. Пусть Ts =

= K[t1, . . . , ts] — кольцо многочленов от переменных t1, . . . , ts. Рассмотрим алгебру
Гейзенберга Hs с базисом {a1, . . . , as, b1, . . . , bs, c} и умножением aibj = −bjai =
= δijc, где δij — символ Кронекера, произведение остальных базисных элементов
равно нулю. Легко проверить, что алгебра Hs является нильпотентной ступени
два алгеброй Ли. Превратим кольцо многочленов Ts в правый модуль алгебры
Hs, в котором базисные элементы алгебры Hs действуют справа на полином f
из Ts следующим образом:

fai = f ′i , fbi = tif, fc = f,

где f ′i — частная производная полинома f по переменной ti. Нетрудно доказать,
что прямая сумма векторных пространств Hs и Ts с умножением по правилу:

(x + f)(y + g) = xy + fy, (4)

где x, y из Hs; f, g из Ts является алгеброй Лейбница. Обозначим ее символом Hs.
Полученная алгебра Hs принадлежит многообразию 3N при любом s. Проверим,
что тождество (3) выполняется в Hs:

(x1 + f1)((x2 + f2)((x3 + f3)(x4 + f4))) = x1(x2(x3x4)) + f1(x2(x3x4)) = 0.

Это равенство верно, так как алгебра Hs нильпотентна ступени два.
Определим общий вид элементов алгебры Hs, отличных от нуля. Так как ал-

гебра Гейзенберга Hs нильпотентна ступени два, то произведение трех любых ее
элементов равно нулю. Следовательно, в алгебре Hs все элементы степени 3 и
выше должны содержать, по крайней мере, один полином из кольца Ts. Из фор-
мулы (4) следует, что элементы вида xf, где x ∈ Hs, f ∈ Ts, равны нулю. Кроме
того, если произведение в элементе алгебры Hs содержит два сомножителя из Ts,
то он также равен нулю согласно определению алгебры Hs. Следовательно, все
ненулевые произведения алгебры Hs с числом сомножителей больше двух долж-
ны содержать ровно один полином на первом месте. Если элемент алгебры Hs

содержит полином вне первого кососимметрического набора, то он представим в
виде суммы слагаемых, каждое из которых не содержит указанный полином на
первом месте, и поэтому равно нулю. Следовательно, ненулевые элементы алгеб-
ры Hs содержат полином f в первом кососимметрическом наборе.
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Как уже упоминалось ранее, пространство полилинейных компонент степени
n некоторого многообразия алгебр Лейбница разлагается в прямую сумму непри-
водимых подмодулей, соответствующих всевозможным диаграммам Юнга, содер-
жащим n клеток; причем два модуля изоморфны тогда и только тогда, когда они
отвечают одной и той же диаграмме. В работе [7] доказано, что число изоморф-
ных слагаемых в указанной сумме для пространства Pn(3N) равно числу угловых
клеток соответствующей диаграммы Юнга.

Пусть задана диаграмма Юнга с n клетками, содержащая k угловых клеток,
то есть отвечающая разбиению λ = (nm1

1 , nm2
2 , . . . , nmk

k ), где n1 > n2 > . . . > nk > 0
и n1m1 + n2m2 + . . . + nkmk = n, то есть диаграмма вида:

n1 -¾

n2 -¾

nk -¾

m16
?

m2
6
?

mk
6
?

Рассмотрим частный случай диаграммы такого вида. Пусть n = 21 и λ =
= (6, 6, 4, 4, 1). Тогда соответствующая диаграмма Юнга имеет вид:

По этой диаграмме построим следующие элементы:

g1 = x1x2x3x4x5x̃1x̃2x̃3x̃4x̂1x̂2x̂3x̂4x1x2x3x4
˜̃x1

˜̃x2
̂̂x1

̂̂x2,

g2 = x1x2x3x4x̃1x̃2x̃3x̃4x̃5x̂1x̂2x̂3x̂4x1x2x3x4
˜̃x1

˜̃x2
̂̂x1

̂̂x2,

g3 = x1x2x̃1x̃2x̃3x̃4x̃5x̂1x̂2x̂3x̂4x1x2x3x4
˜̃x1

˜̃x2
˜̃x3

˜̃x4
̂̂x1

̂̂x2.

Используя обозначения, введенные для операторов в первом пункте статьи, до-
говоримся стандартный полином от операторов X1, X2, . . . , Xm обозначать через
Stm = Stm(X1, . . . , Xm) = Xp(1) . . . Xp(n). Отметим, что стандартные полиномы,
выражающие разные альтернированные наборы переменных, мы будем записы-
вать, используя разные верхние символы. В этих обозначениях также имеет ме-
сто обобщение на случай степени стандартного полинома от операторов. Тогда
элементы g1, g2 и g3 можно записать следующим образом:

g1 = x1x2x3x4x5S̃t
3

4Ŝt
2

2,

g2 = x1x2x3x4S̃t5Ŝt
2

4St
2

2,

g3 = x1x2S̃t5Ŝt
3

4St2.

Вернемся к общему случаю. Пусть, как и прежде, диаграмма Юнга отвечает
разбиению λ = (nm1

1 , nm2
2 , . . . , nmk

k ), где n1 > n2 > . . . > nk > 0 и n1m1 + n2m2 +
+ . . . + nkmk = n. Тогда ей соответствуют элементы следующего вида:

g1 = (x1x2 . . . xdk
)S̃t

nk−1

dk
Ŝt

nk−1−nk

dk−1
. . . St

n3−n2

d2

˜̃
St

n2−n1

d1
,

g2 = (x1x2 . . . xdk−1)S̃t
nk

dk
Ŝt

nk−1−nk−1

dk−1
. . . St

n3−n2

d2

˜̃
St

n2−n1

d1
,
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. . .

gk = (x1x2 . . . xd1)S̃t
nk

dk
Ŝt

nk−1−nk

dk−1
. . . St

n3−n2

d2

˜̃
St

n2−n1−1

d1
,

где dj =
∑j

i=1 mi, j = 1, ..., k.
Известно (см. [13, гл. 2.4, с. 54]), что линеаризация любого элемента gm, где

m = 1, . . . , k, порождает неприводимый KSn-модуль, соответствующий зафиксиро-
ванному разбиению λ. Обозначим через Wm(λ) модуль, порождаемый элементом
gm.

Теорема. Для любого натурального числа n > 1 имеет место равенство

Pn =
⊕

λ`n

k(λ)⊕
r=1

Wr(λ). (5)

Доказательство. В работе [14] доказано, что число изоморфных неприводи-
мых подмодулей в формуле (5) равно максимальному числу линейно независи-
мых элементов вида gi, i = 1, . . . , k, порождающих эти подмодули. Поэтому для
доказательства теоремы достаточно доказать линейную независимость элементов
g1, . . . , gk. Предположим обратное. Пусть существует линейная зависимость

α1g1 + α2g2 + . . . + αkgk = 0, (6)

где хотя бы один из αi, i = 1, . . . , k отличен от нуля. Предположим, что l — наи-
меньший номер, такой, что αl 6= 0 и αq = 0, если q < l. Пусть теперь dj = 2pj +εj ,
где εj = 1, если dj нечетно, и εj = 0, если dj четно. Осуществим подстановку
вместо переменных элементов gl, . . . , gk элементов из алгебры Hs следующим об-
разом: если εj = 1, то xdj = apj+1 (j 6= k), xdk

= f + apk+1; если εj = 0, то
xdj = bpj (j 6= k), xdk

= f + bpk
. Элементы, получаемые в результате подстановки

из gl, . . . , gk, обозначим через vl, . . . , vk соответственно. Тогда элементы vl+1, . . . , vk

будут равны нулю по определению алгебры Hs, так как из их строения видно,
что они не содержат многочлен f на первом месте слева.

Рассмотрим теперь следующий частный вид элемента:

gl = x1x2x3x4x5x6x1x2x3x4x5x6x̃1x̃2x̃3x̃4
˜̃x1

˜̃x2
˜̃x3.

После подстановки вместо переменных этого набора мы получим элемент:

vl = a1b1a2b2a3f + b3a1b1a2b2a3f + b3ã1b̃1ã2b̃2
˜̃a1

˜̃
b1

˜̃a2 ≡

≡ (−1)5fa1b1a2b2a3a1b1a2b2a3b3ã1b̃1ã2b̃2
˜̃a1

˜̃
b1

˜̃a2 ≡
≡ −1

28
f(a1b1)(a2b2)a3(a1b1)(a2b2)(a3b3)(ã1b̃1)(ã2b̃2)(˜̃a1

˜̃
b1)˜̃a2 ≡

≡ −1
28

fcccccccca3a2 ≡ −1
28

fa3a2.

Вернемся к общему случаю. Согласно рассуждениям, проведенным ранее,
в элементе vl ненулевыми являются только те слагаемые, которые содержат ровно
один многочлен f на первом месте; то есть среди первых nk кососимметрических
наборов (в которые входит одна из сумм f + alk+1 или f + bpk

), только первый
набор содержит многочлен f , а остальные – второе слагаемое apk+1 или bpk

. В пер-
вом кососимметрическом наборе многочлен f изначально стоит последним. Для
того чтобы он оказался на первом месте, его необходимо dk − 1 раз переставить
местами с элементами слева от него. Поэтому элемент vl получит коэффициент
(−1)dk−1. Кроме того, элемент vl после многочлена f содержит либо элементы
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aibi, стоящие рядом, либо элементы ai отдельно. Пары элементов aibi объединим
в скобки, вследствие чего каждая пара дает коэффициент 1

2 . Произведение эле-
ментов aibi внутри скобок равно c, поскольку символ Кронекера δii равен 1. Так
как умножение многочлена f на c справа дает снова многочлен f , то в элемен-
те vl справа от f останутся только элементы ai, стоящие вне скобок. Поэтому
элемент vl примет вид:

vl =
(−1)dk−1

2r
fa

εk(nk−2)+1
pk+εk

a
εk−1(nk−1−nk)
pk−1+1 . . . a

ε1(n1−n2)
p1+1 ,

где r = p1(n1 − n2) + p2(n2 − n3) + . . . + pk−1(nk−1 − nk) + pknk + εk − 1. Многочлен
f мы можем выбрать таким образом, чтобы результат его дифференцирования
по переменным t1, . . . , ts был отличен от 0. Таким образом, элемент vl также от-
личен от нуля. Отметим, что элементы vl+1, ..., vk при такой подстановке равны
нулю, поскольку не содердат полином из кольца Ts в первом кососимметрическом
наборе.

Вернемся к линейной комбинации (6). По предположению α1 = α2 = . . . =
= αl−1 = 0. После осуществления подстановки эта линейная комбинация примет
вид: αl · vl + αl+1 · 0 + . . . + αk · 0 = 0, где vl 6= 0. Следовательно, αl = 0. Мы полу-
чили противоречие с предположением. Значит, все коэффициенты α1, α2, . . . , αk

в линейной комбинации (6) равны нулю, то есть элементы g1, g2, . . . , gk линейно
независимы. Теорема доказана.
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ON SEVERAL VARIETIES OF LEIBNIZ ALGEBRAS
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The paper is devoted to two new results concerning varieties of Leibniz alge-
bras. In case of prime characteristic p we construct an example of a non-nilpo-
tent variety of Leibniz algebras with Engel condition. In case of field of character-
istic zero we obtain a new result concerning the space of multilinear components
of the variety of left-nilpotent Leibniz algebra of class three.
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