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Работа посвящена применению метода геометрической декомпозиции для
редукции задач об устойчивости при постоянно действующих возмущениях
и устойчивости от входа к вектору состояния системы.
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1. Предварительные сведения

В работе доказывается принцип сведения для некоторых видов устойчивости.
Первые результаты, связанные с принципом сведения, были получены А.М. Ляпу-
новым [1]. В дальнейшем принцип сведения для устойчивости по Ляпунову был
доказан в работе [2]. На системы, обладающие многообразием стационарных со-
стояний, принцип сведения был распространен В.В. Стрыгиным и В.А. Соболе-
вым [3]. В данной работе аналогичный результат получен для устойчивости при
постоянно действующих возмущениях и для устойчивости от входа к вектору со-
стояния системы.

Введем необходимые понятия и определения.
Рассмотрим систему

{
ẋ1 = Ax1 + f1(t, x1, x2),
ẋ2 = Bx2 + f2(t, x1, x2),

(1)

в которой собственные числа матрицы A имеют нулевые вещественные части,
а B — устойчивая (гурвицева) матрица. Пусть

‖fi(t, x1, x2)‖ 6 M, fi(t, 0, 0) = 0.

‖fi(t, x1, x2)− fi(t, x̄1, x̄2)‖ 6 λ(‖x1 − x̄1‖+ ‖x2 − x̄2‖), i = 1, 2,
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где M и λ достаточно малы. Для системы (1) в сделанных предположениях су-
ществует интегральное многообразие x2 = h(t, x1) такое, что

‖h(t, x1)‖ 6 DM, ‖h(t, x1)− h(t, x̄1)‖ 6 λ∆‖x1 − x̄1‖, h(t, 0) = 0,

для некоторых положительных констант D и ∆ [2].

1.1. Устойчивость при постоянно действующих возмущениях

Наряду с системой (1) рассмотрим систему
{

ẋ1 = Ax1 + f1(t, x1, x2) + R(t, x1, x2),
ẋ2 = Bx2 + f2(t, x1, x2) + T (t, x1, x2),

(2)

где функции R и T — достаточно малые возмущения.
Определение 1. Нулевое решение (1) устойчиво при постоянно действующих

возмущениях (ПДВ), если для всякого положительного ε > 0, как бы мало оно ни
было, существуют два других положительных числа δ1(ε) > 0, δ2(ε) > 0 таких, что
для всякого решения системы (2) с начальными значениями, удовлетворяющими
неравенствам

‖x1(t0)‖ 6 δ1, ‖x2(t0)‖ 6 δ1,

при произвольных R(t, x1, x2), T (t, x1, x2), удовлетворяющих в области t > t0,
‖x1‖ 6 ε, ‖x2‖ 6 ε неравенствам

‖R(t, x1, x2)‖ 6 δ2, ‖T (t, x1, x2)‖ 6 δ2,

выполняются неравенства

‖x1(t)‖ 6 ε, ‖x2(t)‖ 6 ε

при всех t > t0 [6].

1.2. Устойчивость от входа к вектору состояния системы

Введем несколько определений [7].
Определение 2. Непрерывная функция γ : [0,∞) → [0,∞) относится к классу

K, если она возрастающая и γ(0) = 0.
Определение 3. Непрерывная функция γ : [0,∞) → [0,∞) из класса K отно-

сится к классу K∞, если γ(r) →∞ при r →∞.
Определение 4. Непрерывная функция β : [0,∞)× [0,∞) → [0,∞) относится

к классу KL, если для каждого фиксированного s > 0 функция β(·, s) относится
к классу K, и для каждого фиксированного r > 0 функция β(r, ·) не возрастает,
и β(r, s) → 0 при s →∞.

Рассмотрим систему уравнений

ẋ = f(x, u), (3)

где переменная x из Rn, а управление u из Rp.
Определение 5. Система (3) называется устойчивой от входа к вектору со-

стояния, если для каждого решения x(t) = x(t, t0, x0, u) с начальным условием
x(t0, t0, x0, u) = x0 и для каждого входа u(t) существуют такие функции β ∈ KL,
γ ∈ K, что выполняется:

‖x(t, t0, x0, u)‖ 6 β(‖x0‖, t− t0) + γ(‖u‖[t0,t]) ∀t > t0,
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где норма ‖ · ‖[t0,t] задается следующим образом:

‖u‖[t0,t] = max
s∈[t0,t]

‖u(s)‖

Определение 6. Функция V (x) называется функцией Ляпунова для систе-
мы (3), если существуют функции α1, α2 ∈ K∞ такие, что выполняется

α1(‖x‖) 6 V (x) 6 α2(‖x‖),
а полная производная по времени, вычисленная в силу системы (3), удовлетворяет
условию

V̇ (x, u)

∣∣∣∣∣
(3)

6 −α3(‖x‖) + γ(‖u‖),

где α3 — положительно определенная функция, а γ ∈ K∞.

2. Декомпозиция систем дифференциальных
уравнений и принцип сведения

В системе (1) проведем замену w = x2 − h(t, x1) и y = x1 − v




v̇ = Av + f1(t, v, h(t, v)),
ẏ = Ay + Y (t, v, y, w),
ẇ = Bw + Z(t, v, y, w),

где
Y (t, v, y, w) = f1(t, v + y, w + h(t, v + y))− f1(t, v, h(t, v)),

Z(t, v, y, w) = f2(t, v + y, w + h(t, v + y))− f2(t, v + y, h(t, v + y))−

− ∂h

∂x1
(t, v + y)[f1(t, v + y, w + h(t, v + y))− f1(t, v + y, h(t, v + y))].

Для функции Z имеет место следующая оценка [4]:

‖Z(t, v, y, w)‖ 6 λN‖w‖.
Для этой системы существует интегральное многообразие y = H(t, v, w),

и функция H(t, v, w) подчиняется неравенствам:

‖H(t, v, w)‖ 6 λa‖w‖,
‖H(t, v, w)−H(t, v, w̄)‖ 6 λc‖w − w̄‖, ‖H(t, v, w)−H(t, v̄, w)‖ 6 b‖w‖‖v − v̄‖

с некоторыми положительными константами a, c, b [4].
Замена переменных

{
x1 = v + H(t, v, z),
x2 = z + h(t, x1) = z + h(t, v + H(t, v, z)) (4)

в системе (1) приводит ее к виду
{

v̇ = Av + F (t, v),
ż = Bz + G(t, v, z), (5)

где
F (t, v) = f1(t, v, h(t, v)), G(t, v, z) = Z(t, v,H(t, v, z), z).
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Таким образом, применение этой замены позволяет осуществить декомпозицию
исходной системы, так как первое уравнение преобразованной системы (5) — урав-
нение

v̇ = Av + F (t, v) (6)

стало независимым.
Принцип сведения [4]: устойчивость (асимптотическая устойчивость,

неустойчивость) системы (1) эквивалента устойчивости (асимптотической устой-
чивости, неустойчивости) уравнения (6).

Здесь асимптотическая устойчивость и неустойчивость понимаются в смысле
Ляпунова.

3. Принцип сведения в задаче устойчивости
при постоянно действующих возмущениях

Используем представленный метод декомпозиции для доказательства следую-
щего утверждения.

Теорема 1. Нулевое решение системы (1) устойчиво при постоянно действу-
ющих возмущениях тогда и только тогда, когда устойчиво при постоянно дей-
ствующих возмущениях нулевое решение уравнения (6).

3.1. Схема обоснования
Произведя в системе (2) замену (4), получим

{ ˙̃v = Aṽ + F (t, ṽ) + R̃(t, ṽ, z̃),
˙̃z = Bz̃ + G(t, ṽ, z̃) + T̃ (t, ṽ, z̃),

(7)

R̃(t, v, z), T̃ (t, v, z) имеют вид

R̃(t, v, z) = R(t, v + H(t, v, z), z + h(t, v + H(t, v, z)))−

−∂H

∂z
[T (t, v + H(t, v, z), z + h(t, v + H(t, v, z)))−

− ∂h

∂x1
R(t, v + H(t, v, z), z + h(t, v + H(t, v, z)))],

T̃ (t, v, z) = T (t, v + H(t, v, z), z + h(t, v + H(t, v, z)))−
− ∂h

∂x1
R(t, v + H(t, v, z), z + h(t, v + H(t, v, z))).

Имеет место следующее утверждение
Лемма 1. В предположении устойчивости при постоянно действующих воз-

мущениях нулевого решения системы (6) для всякого положительного ε > 0, как
бы мало оно ни было, существуют два других положительных числа δ1(ε) > 0,
δ2(ε) > 0 таких, что для всякого решения системы (7) с начальным значением,
удовлетворяющим неравенствам

‖ṽ(t0)‖ 6 δ1, ‖z̃(t0)‖ 6 δ1,

при произвольных R̃(t, ṽ, z̃), T̃ (t, ṽ, z̃), удовлетворяющих в области t > t0, ‖ṽ‖ 6 ε,
‖z̃‖ 6 ε неравенствам

‖R̃(t, ṽ, z̃)‖ 6 δ2, ‖T̃ (t, ṽ, z̃)‖ 6 δ2,
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выполняются неравенства

‖ṽ(t)‖ 6 ε, ‖z̃(t)‖ 6 ε

при всех t > t0.
Иначе в предположении устойчивости при постоянно действующих возмуще-

ниях нулевого решения системы (6) нулевое решение системы (5) устойчиво при
постоянно действующих возмущениях.

Используя лемму 1, доказывается теорема 1.

3.2. Примеры
Пример 1.
Рассмотрим уравнение

ẍ + ẋ + µ sin x = µ2 cos x sin x, (8)

где µ — малый параметр.
Перейдем от уравнения к системе:

{
ẋ1 = x2,
ẋ2 = −x2 − µ sin x1 + µ2 cosx1 sin x1.

(9)

Интегральные многообразия h(x1) и H(v, z) можно получить в виде:

h(x1) = −µ sinx1,

H(v, z) = −z + µ(− sin(z − v) + sin v ln z − sin v Ci(z) + cos v Si(z)− sin v) + . . . ,

где

Si(z) =

z∫

0

sin s

s
ds, Ci(z) =

z∫

0

cos s

s
ds.

После декомпозиции мы получим следующую систему:
{

v̇ = −µ sin v,
ż = −z + zµ cos(v + H(v, z)). (10)

По теореме 1 устойчивость нулевого решения при постоянно действующих воз-
мущениях системы (9) эквивалентна устойчивости нулевого решения при посто-
янно действующих возмущениях первого уравнения системы (10):

v̇ = −µ sin v. (11)

Докажем по достаточному признаку [6], что нулевое решение уравнения (11)
устойчиво при постоянно действующих возмущениях. Для этого составим функ-
цию Ляпунова и докажем, что она является положительно определенной функ-
цией, ее полная производная по времени в силу уравнения (11) есть отрицательно
определенная функция, и в некоторой области ее частные производные ограниче-
ны:

V (v) = 2 sin2 v

2
.

Это положительно определенная функция в некоторой окрестности нуля.
Полная производная по времени в силу уранвения (11) будет равна

V̇ (v) = −µ sin2 v.
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Это отрицательно определенная функция в некоторой окрестности нуля.
При этом частная производная

∂V

∂v
= sin v

ограничена.
Таким образом, нулевое решение уравнения (11) устойчиво при постоянно дей-

ствующих возмущениях, следовательно, такой же устойчивостью обладает и ну-
левое решение системы (9), и, что то же самое, нулевое решение уравнения (8).

4. Принцип сведения для устойчивости от входа
к вектору состояния системы

Будем рассматривать систему (1) с управлением в правой части:
{

ẋ1 = Ax1 + f1(x1, x2) + g1(x1, x2)u,
ẋ2 = Bx2 + f2(x1, x2) + g2(x1, x2)u,

(12)

где |gi(u, v)| 6 Γ, (i = 1, 2).
Произведя в этой системе замену (4), получим

{
v̇ = Av + F (v) + g3(v, z)u,
ż = Bz + G(v, z) + g4(v, z)u,

(13)

где
g3 = g1(v + H(v, z), z + h(v + H(v, z)))−

−∂H

∂z
[g2(v + H(v, z), z + h(v + H(v, z)))−

− ∂h

∂x1
g1(v + H(v, z), z + h(v + H(v, z)))],

g4 = g2(v + H(v, z), z + h(v + H(v, z)))−

− ∂h

∂x1
g1(v + H(v, z), z + h(v + H(v, z))).

Имеет место
Теорема 2. Система (12):

{
ẋ1 = Ax1 + f1(x1, x2) + g1(x1, x2)u,
ẋ2 = Bx2 + f2(x1, x2) + g2(x1, x2)u

устойчива от входа к вектору состояния системы тогда и только тогда, когда
устойчива от входа к вектору состояния система

v̇ = Av + F (v) + g3(v, 0)u. (14)

4.1. Схема обоснования

Используя неравенства для функций h(x1), H(u, z), Z(u, y, z), описанные в
пунктах 1 и 2 и теорему об интегральных неравенствах [5], доказывается

Лемма 2. Система (13) устойчива от входа к вектору состояния тогда и толь-
ко тогда, когда устойчива от входа к вектору состояния система (14).

Используя это предложение, доказывается теорема 2.
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4.2. Примеры

Пример 2.

ẍ + ẋ + µ

(
x− x3

3!
+

x5

5!

)
= µ2

(
x− x3

3!
+

x5

5!

) (
1− x2

2!
+

x4

4!

)
+ u. (15)

Перейдем от уравнения к системе:
{

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x2 − µ
(
x− x3

3! + x5

5!

)
+ µ2

(
x− x3

3! + x5

5!

)(
1− x2

2! + x4

4!

)
+ u.

(16)

Уравнения интегральных многообразий будут иметь следующий вид:

h(x1) = −µ

(
x− x3

3!
+

x5

5!

)
,

H(v, z) = −z + µ

(
− z5

120
+

z4v

24
+ z3

[
1
6
− v2

12

]
+ z2

[
−1

4
+

v3

24

])
+ . . . .

После процедуры декомпозиции мы получим следующую систему:




v̇ = −µ

(
v − v3

3!
+

v5

5!

)
− ∂H

∂z
(v, z)u,

ż = −z + µ
(
1− (v+H)2

2! + (v+H)4

4!

)
+ u.

(17)

Согласно теореме 2, устойчивость от входа к вектору состояния системы (16)
эквивалентна устойчивости от входа к вектору состояния первого уравнения си-
стемы (17) при z → 0, то есть уравнения:

v̇ = −µ

(
v − v3

3!
+

v5

5!

)
− ∂H

∂z
(v, 0)u. (18)

Составим теперь для уравнения (18) функцию Ляпунова:

V (v) = |v|.
Для этой функции выполняются неравенства:

|v|
2

6 V (v) 6 2|v|.

Вычислим теперь полную производную этой функции по времени в силу системы
(18):

V̇ (v, u) = −sgn(v)µ
(

v − v3

3!
+

v5

5!

)
− ∂H

∂z
(v, 0)u, v > 0.

Для этой функции выполняется неравенство:

V̇ 6 − µ

120
|v|2 + c‖u‖[t0,t],

где c — константа, ограничивающая ∂H
∂z .

Таким образом, уравнение (18) устойчиво от входа к вектору состояния, а зна-
чит и система (16), и, что то же самое, уравнение (15) устойчиво от входа к
вектору состояния.
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5. Приложения

5.1. Доказательство леммы 1
В предположениях леммы нулевое решение уравнения (6) устойчиво при по-

стоянно действующих возмущениях.
Для уравнения ż = Bz (Reλi(B) < 0) существует функция Ляпунова в

виде положительно определенной квадратичной формы. Пусть V (z) = (V z, z),
где V — матрица этой квадратичной формы. Вычислив полную производную
по времени в силу этого уравнения, получим квадратичную форму с матрицей
V B + BT V = −K, где K — некоторая положительно определенная матрица. Ис-
комая матрица V — решение матричного уравнения Ляпунова, которая может
быть представлена в виде:

V =

+∞∫

0

eBtsKeBsds.

Покажем, что эта функция подходит для доказательства устойчивости при по-
стоянно действующих возмущениях нулевого решения z = 0 второго уравнения
системы (5) по достаточному признаку [6].

Ограниченность частных производных квадратичной формы в некоторой огра-
ниченной области очевидна. Вычислим теперь полную производную этой функции
по времени в силу уравнения

V̇ =
n∑

i=1

∂V

∂zi
(Biz + Gi(t, v(t), z)) = −(Kz, z) +

n∑

i=1

∂V

∂zi
Gi(t, v(t), z) =

= −(Kz, z) +
n∑

i=1

2(γ1iz1 + ... + γnizn)Gi(t, v(t), z),

где γij(i, j = 1, n) — элементы матрицы V . Так как

‖G(t, v, z)‖ = ‖Z(t, v,H(t, v, z), z)‖ 6 λN‖z‖,

то
∥∥∥∥

∂V

∂zi
Gi(t, v, z)

∥∥∥∥ 6 2‖V ‖λN‖z‖2, где λ достаточно мала. Если мы теперь в ка-

честве K возьмем единичную матрицу, то ‖(Kz, z)‖ = ‖z‖2. При λ 6 2‖V ‖N по-
лучим, что V̇ — отрицательно определенная функция.

Таким образом, было доказано следующее утверждение.
В предположении устойчивости при постоянно действующих возмущениях ну-

левого решения системы (6) для всякого положительного ε > 0, как бы мало оно
ни было, существуют два других положительных числа δ1(ε) > 0, δ2(ε) > 0 таких,
что для всякого решения системы

{
v̇ = Av + F (t, v) + R(t, v),
ż = Bz + G(t, v, z) + T (t, v, z)

с начальными значениями, удовлетворяющими неравенствам

‖v(t0)‖ 6 δ1, ‖z(t0)‖ 6 δ1,

при произвольных R(t, v), T (t, v, z), удовлетворяющих в области t > t0, ‖v‖ 6 ε,
‖z‖ 6 ε неравенствам

‖R(t, v)‖ 6 δ2, ‖T (t, v, z)‖ 6 δ2,
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выполняются неравенства

‖v(t)‖ 6 ε, ‖z(t)‖ 6 ε

при всех t > t0.
В силу произвольности R(t, v) можно утверждать, что утверждение леммы 1

доказано.

5.2. Доказательство теоремы 1
Устойчивость нулевого решения системы (6) эквивалентна устойчивости нуле-

вого решения системы (5). Рассмотрим решения систем (2) и (7). Докажем, что
для любого ε > 0 можно ограничить ‖x1(t0)‖ и ‖x2(t0)‖ так, что ‖ṽ(t0)‖ и ‖z̃(t0)‖
будут меньше δ1(ε). Также докажем, что для того же ε > 0 можно ограничить
функции R, T в ε-окрестности нуля так, что из этого будет следовать ограничен-
ность функций R̃, T̃ числом δ2(ε) в ε-окрестности нуля. Вследствие выполнения
неравенств

‖x1‖ = ‖v + H(t, v, z)‖ 6 ‖v‖+ λa‖z‖,
‖x2‖ = ‖z + h(t, x1)‖ 6 ‖z‖+ λ∆‖x1‖ 6 λ∆‖v‖+ (1 + λ2∆a)‖z‖,

а также устойчивости при постоянно действующих возмущениях нулевого реше-
ния (5), это будет означать устойчивость при постоянно действующих возмуще-
ниях нулевого решения системы (1) по определению.

Возьмем любое ε > 0, по числу ε = min
{

ε,
ε

1 + λa
,

ε

λ2∆a + λ∆ + 1

}
выберем

δ1 так, чтобы имела место устойчивость нулевого решения системы (5). Введем
следующее обозначение:

ξ = min
{

δ1

aλ
, δ1

}
.

Найдем такое σ > 0, что из условия ‖θ‖ 6 σ следовало бы, что ‖h(t, θ)‖ 6 ξ
3 . Это

можно сделать вследствие того, что h(t, 0) = 0.
Если теперь

‖x1(t0)‖ 6 min
{

σ,
δ1

3

}
, ‖x2(t0)‖ 6 ξ

3
,

то будет выполняться
‖z(t0)‖ 6 δ1, ‖v(t0)‖ 6 δ1.

Таким образом, из условия ‖xi(t0)‖ 6 min
{

σ,
δ1

3
,
ξ

3

}
= min

{
σ,

ξ

3

}
(i = 1, 2)

следует, что ‖v(t0)‖ 6 δ1, ‖z(t0)‖ 6 δ1.
Введем новое обозначение

ξ = min
{

ε

aλ
, ε

}
.

Найдем такое σ > 0, что из условия ‖θ‖ 6 σ следовало бы, что ‖h(t, θ)‖ 6 ξ
3 .

Обозначим теперь

ε̃ = min
{

σ,
ξ

3

}
.

Если мы теперь по числу ε̃ выберем число δ2(ε̃), то получим, что из условий

‖R(t, x1, x2)‖ 6 δ2(ε̃), ‖T (t, x1, x2)‖ 6 δ2(ε̃)
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в области

‖x1‖ = ‖v + H(t, v, z)‖ 6 ε̃, ‖x2‖ = ‖z + h(t, v + H(t, v, z))‖ 6 ε̃

следует, что

‖R(t, v, z)‖ 6 δ2(ε̃) 6 δ2(ε), ‖T (t, v, z)‖ 6 δ2(ε̃) 6 δ2(ε),

если
t > t0, ‖v‖ 6 ε, ‖z‖ 6 ε.

Для функций R̃ и T̃ такую же оценку можно получить, взяв вместо δ2(ε̃)

число
δ2(ε̃)
3c2

, где

c = max
{∥∥∥∥

∂h

∂x1
(t, v, z)

∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥
∂H

∂z
(t, v, z)

∥∥∥∥ , 1
}

, (‖v‖ 6 ε, ‖z‖ 6 ε).

Таким образом, получили, что из устойчивости нулевого решения при посто-
янно действующих возмущениях системы (6) следует аналогичная устойчивость
нулевого решения системы (1).

Докажем теперь, что из неустойчивости нулевого решения при постоянно дей-
ствующих возмущениях системы (6) следует аналогичная неустойчивость нулевого
решения системы (1).

Допустим, что нулевое решение системы (6) неустойчиво при постоянно дей-
ствующих возмущениях. Так как первая подсистема системы (6) — это уравнение
движения по интегральному многообразию x2 = h(t, x1) системы (1), то систе-
ма (1) не может быть устойчивой.

5.3. Доказательство леммы 2

Рассмотрим первую подсистему системы (13)

v̇ = Av + F (v) + g3(v, z)u. (19)

и систему (14).
Допустим, система (14) устойчива от входа к вектору состояния. Тогда для нее

существует функция Ляпунова [7], то есть существует такая функция V (v), что
для нее существуют такие функции α1, α2, γ ∈ K∞ и положительно определенная
функция α3, что выполняется:

1. α1(‖v‖) 6 V (v) 6 α2(‖v‖),

2. V̇ (v, u)
∣∣∣
(14)

6 −α3(‖v‖) + γ(‖u‖).

Покажем, что эта функция является функцией Ляпунова и для системы (19).
Первое условие выполняется, так как оно не зависит от системы. Вычислим пол-
ную производную по времени функции V (v) в силу системы (19). Имеем

V̇ (v, u)
∣∣∣
(19)

=
∂V

∂v
(Av + F (v) + g3(v, z)u) =

=
∂V

∂v
(Av + F (v) + g3(v, 0)u− g3(v, 0)u + g3(v, z)u) =

= V̇ (v, u)
∣∣∣
(14)

+ g3(v, z)u− g3(v, 0)u 6
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6 −α3(‖v‖) + γ(‖u‖) + ‖g3(v, z)− g3(v, 0)‖‖u‖ 6 −α3(‖v‖) + γ(‖u‖) + 2Γ‖u‖,
но γ(‖u‖) + 2Γ‖u‖ ∈ K∞, а функция V (t, v) является функцией Ляпунова для
системы (19), и тогда система (19) устойчива от входа к вектору состояния по
критерию [7]. Таким образом, из устойчивости от входа к вектору состояния си-
стемы (14) следует устойчивость от входа к вектору состояния системы (19).

Если теперь предположить, что система (19) устойчива от входа к вектору со-
стояния и построить для нее функцию Ляпунова, то, проведя аналогичные оцен-
ки, получим, что из устойчивости от входа к вектору состояния системы (19)
следует устойчивость от входа к вектору состояния системы (14).

Рассмотрим вторую подсистему системы (13):

ż = Bz + G(v, z) + g4(v, z)u.

Общее решение этой системы выглядит следующим образом:

z(t, t0, z0, u) = eB(t−t0)z0 +

t∫

t0

eB(t−s) [G(v(s), z(s)) + g4(v(s), z(s))u(s)] ds.

Тогда

‖z(t, t0, z0, u)‖ 6 Ke−χ(t−t0)‖z0‖+

t∫

t0

Ke−χ(t−s) [λN‖z(s)‖+ Γ‖u(s)‖] ds,

где χ — некоторая положительная константа.
Допустим, выполняется условие λ <

χ

KN
.

Тогда, в силу теоремы об интегральных неравенствах [5], можно получить сле-
дующую оценку:

‖z(t, t0, z0, u)‖ 6 Ke(KλN−χ)(t−t0)‖z0‖+
KΓ
χ
‖u‖[t0,t]

(
1− χKλN

(χ−KλN)(2χ−KλN)

)
.

Из полученных оценок следует устойчивость системы (13) в предположениях
устойчивости системы (14). Из неустойчивости системы (14) следует неустойчи-
вость (19) — первой подсистемы системы (13), а значит, и всей системы. Пред-
ложение доказано.

5.4. Доказательство теоремы 2

Из устойчивости системы (14) по лемме 2 следует устойчивость системы (13).
Из этого факта и из выполнения неравенств

‖x1(t)‖ 6 ‖v(t)‖+ ‖H(v, z)‖ 6 ‖v(t)‖+ λa‖z(t)‖,

‖x2(t)‖ 6 ‖z(t)‖+ ‖h(x1)‖ 6 ‖z(t)‖+ λ∆‖x1(t)‖ 6 λ∆‖v(t)‖+ (1 + λ2∆N)‖z(t)‖
сразу следует, что система (12) устойчива от входа к вектору состояния, что за-
вершает доказательство.
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