
60 Вестник СамГУ — Естественнонаучная серия. 2009. №2(68)

УДК 519.716

КРИТЕРИЙ ПОЛНОТЫ ДЛЯ ДООПРЕДЕЛЯЕМЫХ
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В работе рассматриваются булевы функции, определенные не на
всех наборах. При этом неопределенность понимается как принятие
решения в модели с тремя возможными вариантами ответа — ”за”,
”против” и ”не определился или безразлично,” и решение ”за” при-
нимается в ситуации ”отсутствия против”. Вводится соответствующее
определение суперпозиции, замкнутых классов и доказывается крите-
рий полноты.

Ключевые слова: булевы функции, частичные булевы функции, за-
мкнутые классы, максимальные классы, клон, гиперклон.

Введение

В теории булевых функций наряду со всюду определенными рассмат-
риваются и функции, определенные не на всех наборах. Для них имеются
различные уточнения понятия неопределенности и соответствующие опре-
деления суперпозиции (см., например [1–3]).

В данной работе рассматривается еще один вариант доопределения, со-
ответствующий принятию решения в модели с тремя возможными вари-
антами ответа — ”за”, ”против” и ”не определился или безразлично” и при
этом общим решением будет ”за”, если есть ответы ”за” и нет ответов ”про-
тив”. Соответственно решением будет ”против”, если есть ответы ”против”
и нет ответов ”за”. Во всех остальных вариантах решением будет ”не опре-
делился”.

Пусть E = {0, 1}, F = {0, 1,−}. Тогда функции f : En → E назовем
всюду определенными (P2 — множество всех всюду определенных булевых
функций); f : En → F — доопределяемыми (P−2 — множество всех доопре-
деляемых булевых функций).

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 07-01-00240).
2Пантелеев Владимир Иннокентьевич (vp@math.isu.ru), Институт математики, эконо-

мики и информатики Иркутского государственного университета, 664003, Россия, г. Ир-
кутск, ул. К. Маркса, 1.
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При задании функций из P−2 будем считать, что наборы из множества
En (такие наборы мы будем называть двоичными) записаны в соответствии
с натуральным порядком: например, запись f = (−0 − 1) означает, что
f(00) = −, f(01) = 0, f(10) = −, f(11) = 1. Для вектора значений функции
будем использовать запись как в виде строки, так и в виде столбца и в
качестве указания для транспонирования будем использовать cимвол t.

Набор (τ1, ..., τn) ∈ En назовем уточнением набора (γ1, ..., γn) ∈ Fn, если
для тех i, для которых γi 6= −, следует что τi = γi, а для остальных i
имеем τi ∈ E.

Пусть f1(x̃), ..., fm(x̃) — n-местные доопределяемые функции,
f(x1, ..., xm) — m-местная функция. Суперпозиция f(f1(x̃), ..., fm(x̃)) опреде-
ляет функцию g(x̃) (будем записывать это в виде g(x̃) = f(f1(x̃), ..., fm(x̃)))
следующим образом: для набора σ̃ ∈ En обозначим через γ̃ набор
(f1(σ̃), ..., fm(σ̃)) и тогда

g(σ̃) = −, если для любого уточнения τ̃ набора γ̃ имеем f(τ̃) = −
или существуют уточнения α̃ и β̃ набора γ̃ такие, что
f(α̃) = 0 и f(β̃) = 1;

g(σ̃) = 1, если для любого уточнения τ̃ набора γ̃ имеем f(τ̃) 6= 0
и при этом существует уточнение α̃ набора γ̃ такое, что
f(α̃) = 1;

g(σ̃) = 0, если для любого уточнения τ̃ набора γ̃ имеем f(τ̃) 6= 1
и при этом существует уточнение α̃ набора γ̃ такое, что
f(α̃) = 0.

Замечание 1. Алгоритм (1) фактически позволяет находить значение
функции f(x1, ..., xm) ∈ P−2 на наборе (γ1, ..., γm) ∈ Fm: по определению
значение функции

g(x̃) = f(f1(x̃), ..., fm(x̃))

на наборе σ̃ ∈ En совпадает со значением функции f на наборе

(γ1, ..., γm) = (f1(σ̃), ..., fm(σ̃)).

Таким образом на доопределяемые функции можно смотреть как на
некоторый класс трехзначных функций — функций, определенных на мно-
жестве F = {0, 1,−}. На двоичных наборах, т.е. на наборах (α1, ..., αn) ∈ En,
такая функция может принимать любое значение из F , а на наборах, содер-
жащих ”−”, ее значение вычисляется по следующему правилу: f(σ̃) равно
0, если есть уточнение набора σ̃, на котором значение f равно 0, и нет
уточнения набора σ̃, на котором значение f равно 1; f(σ̃) равно 1, если,
соответственно, есть уточнение, на котором значение f равно 1, и нет уточ-
нения, на котором значение f равно 0; f(σ̃) равно ”−”, если на любом уточ-
нении набора σ̃ значение f равно ”−” или есть такие два уточнения, что
на первом значение f равно 0, а на втором равно 1.

Замечание 2. Если

g(x̃) = f(f1(x̃), ..., fm(x̃)),
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то для набора σ̃ ∈ Fn значения g(σ̃) и f(f1(σ̃), ..., fm(σ̃)) в общем случае
могут быть различными, но для любого набора α̃ ∈ En значения g(α̃) и
f(f1(α̃), ..., fm(α̃)) совпадают по определению.

Пример. Рассмотрим функции f(x, y) = (−00−), f1 = f2 = (01). Пусть
g(x) = f(f1, f2). Вычислим g(−). Имеем g(0) = f(f1(0)), f2(0)) = f(0, 0) = −;
g(1) = f(f1(1)), f2(1)) = f(1, 1) = −. Поэтому g(−) = −.

Так как f(0, 0) = −, f(0, 1) = 0, f(1, 0) = 0 и f(1, 1) = −, то f(−,−) = 0.
Кроме того, f1(−) = −, f2(−) = − и тогда f(f1(−), f2(−)) = f(−,−) = 0.

Переменная xi называется несущественной для n-местной функции
f(x1, ..., xn) ∈ P−2 , если для любых a1, ..., ai−1, ai+1, ..., an из F выполняется
равенство

f(a1, ..., ai−1, 0, ai+1, ..., an) = f(a1, ..., ai−1, 1, ai+1, ..., an).

В противном случае переменная xi называется существенной. Операции
удаления и добавления несущественных переменных определяются обыч-
ным образом.

Для множества функций B замыкание [B] определим следующим обра-
зом:

1. Тождественная функция, т.е. функция e(x) = (01) принадлежит [B].
2. Любая функция из B принадлежит [B].
3. Если некоторая функция f принадлежит [B], то и все функции, по-

лученные из f удалением или добавлением несущественных переменных,
принадлежат [B].

4. Если f1(x̃), ..., fm(x̃) — n-местные, f(x1, ..., xm) — m-местная функция
из [B], то функция g(x̃), являющаяся суперпозицией f(f1(x̃), ..., fm(x̃)), при-
надлежит [B].

5. Других функций в [B] нет.
Множество функций называется замкнутым, если оно совпадает со сво-

им замыканием, и полным в замкнутом множестве M , если его замыкание
совпадает с M . Множество функций A называется предполным в замкну-
том множестве B, если [A] 6= B, но [A ∪ {fA}] = B, где fA /∈ A.

Пусть Rm — m-местный предикат, заданный на множестве F . Будем
говорить, что функция f(x1, ..., xn) сохраняет предикат Rm, если для лю-
бых n наборов (α11, ..., αm1), ... , (α1n, ..., αmn), принадлежащих предикату,
набор (f(α11, ..., α1n), ..., f(αm1, ..., αmn)) принадлежит Rm.

Множество функций из P2, сохраняющих предикат, заданный на множе-
стве E, является замкнутым (см., например, [4]), но множество функций из
P−2 , сохраняющих предикат, заданный на множестве F , не обязательно яв-
ляется замкнутым. Рассмотрим предикат R = {(01), (0−), (−0)}. Несложно
проверить, что функция f(x) : f(0) = −, f(1) = 0 сохраняет этот предикат.
Но g(x) = f(f(x)) уже не сохраняет.

Но, с другой стороны, справедлива
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Лемма 1. Пусть функции f, f1, ..., fs сохраняют предикат Rm, опре-
деленный на множестве F , g(x1, ..., xn) = f(f1, ..., fs), двоичные наборы
(α1

1, ..., α
m
1 ), ..., (α1

n, ..., α
m
n ) принадлежат Rm. Тогда набор

(g(α1
1, ..., α

1
n), ..., g(αm

1 , ..., α
m
n ))

принадлежит Rm.
Доказательство. Значение функции g на двоичном наборе

(αj
1, ..., α

j
n) равно значению функции f на наборе (βj

1, ..., β
j
s), где βj

i =
= fi(α

j
1, ..., α

j
n) (i ∈ {1, ..., s}, j ∈ {1, ...,m}). Наборы (β1

i , ..., β
m
i ) принад-

лежат Rm (функции f1, ..., fs сохраняют предикат). Но тогда и набор
(f(β1

1 , ..., β
1
s ), ..., f(βm

1 , ..., β
m
s )) принадлежит предикату. Лемма доказана.

Очевидно, что функция e(x) = (01) сохраняет любой предикат, опре-
деленный на множестве F , и если f(x1, ..., xn) сохраняет предикат R, то
и функции, полученные из f добавлением или удалением несущественных
переменных, тоже сохраняют предикат.

В дальнейшем наряду с (f(α11, ..., α1n), ..., f(αm1, ..., αmn)) будем исполь-

зовать обозначение f

 α11 ... α1n

. . .
αm1 ... αmn

 и при этом указывать только раз-

личные столбцы, не обязательно сохраняя их порядок, соответственно, и
наборы, принадлежащие предикату, будем записывать тоже в виде столб-
цов, а сам m-местный предикат, содержащий r наборов, задавать в виде
(m× r) матрицы.

Функция g(x1, ..., xn) всегда будет являться суперпозицией

g = f(f1(x1, ..., xn), ..., fm(x1, ..., xn)).

Если набор α̃ = (α1, ..., αn) ∈ En, то через α̃ будем обозначать набор
(α1, ..., αn), где 0 = 1 и 1 = 0.

1. Замкнутые классы

Введем в рассмотрение 11 замкнутых классов, содержащих тождествен-
ную функцию e(x).

I. P2 — класс всюду определенных функций.
II. T−0 — класс функций, которые сохраняют нуль, т.е. на наборе из

всех нулей равны 0.
III. T−1 — класс функций, которые сохраняют единицу, т.е. на наборе

из всех единиц равны 1.
Замкнутость этих классов очевидна.
Остальные классы мы опишем как классы функций, сохраняющих неко-

торый предикат, и при доказательстве замкнутости, как правило, будем
использовать следующую схему: пусть

g(x1, ..., xn) = f(f1(x1, ..., xn), ..., fm(x1, ..., xn))



64 В.И.Пантелеев

(функции f , f1,...,fm сохраняют предикат Rs) и предположим, что для
некоторых наборов α̃1,..., α̃n, принадлежащих предикату Rs, выполняется

g(α̃1, ..., α̃n) /∈ Rs.

Будем показывать, что тогда можно найти такие наборы β̃1,...,β̃n, являющи-
еся, соответственно, уточнениями наборов α̃1,...,α̃n и тоже принадлежащие
предикату Rs, для которых выполняется

g(β̃1, ..., β̃n) /∈ Rs.

Но последнее утверждение противоречит лемме 1. Следовательно, предпо-
ложение является неверным.

В этой схеме в качестве наборов α̃1,..., α̃n можно просто записывать
все наборы, принадлежащие предикату.

IV. S− — класс функций, сохраняющих предикат

S− =
(

0 1 −
1 0 −

)
.

Замечание 3. Любая самодвойственная из класса P2 принадлежит S−.
Замечание 4. Если f ∈ S− и на каком-то наборе ее значение есть ”−”,

то на противоположном наборе ее значение также есть ”−”. Если же на
каком-то наборе ее значение есть α ∈ E, то на противоположном наборе
ее значение есть α.

Предложение 1. Класс S− замкнут.
Доказательство. Пусть f, f1, ..., fm принадлежат классу S−, а

g(x1, ..., xn) /∈ S−, т.е.

g(α̃1, ..., α̃n) ∈
{

0 0 − 1 − 1, , , , ,
0 − 0 − 1 1

}
для некоторых наборов α̃1, ..., α̃n из S−.

Каждый из возможных 6 вариантов приводит к противоречию с лем-
мой 1. Мы ограничимся рассмотрением двух первых случаев.

1. Пусть g

(
α1

1 ... α
1
n

α2
1 ... α

2
n

)
=
(

0
0

)
.

Для набора (α1
1, ..., α

1
n) есть уточнение β̃ = (β1

1 , ..., β
1
n) такое, что

g(β1
1 , ..., β

1
n) = 0. Набор ¯̃

β = (β̄1
1 , ..., β̄

1
n) является уточнением набора

(α2
1, ..., α

2
n) и g(β̃) ∈ {0,−}, т.е. g

(
β̃

β̃

)
∈
{

0 0,
0 −

}
.

2. Пусть g

(
α1

1 ... α
1
n

α2
1 ... α

2
n

)
=
(

0
−

)
.

Опять же для набора (α1
1, ..., α

1
n) есть уточнение β̃ = (β1

1 , ..., β
1
n) такое,

что g(β1
1 , ..., β

1
n) = 0.

Для ¯̃
β возможны 3 варианта: g(¯̃

β) = 0, g(¯̃
β) = −, g(¯̃

β) = 1. Первые два
сразу дадут противоречие, а в третьем, очевидно, есть набор γ̃, являющий-
ся уточнением (α2

1, ..., α
2
n), такой, что g(γ̃) = 0. Но ¯̃γ является уточнением
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(α1
1, ..., α

1
n) и поэтому g(¯̃γ) ∈ {0,−}. Снова получили противоречие. Пред-

ложение доказано.

V. L− — класс функций, сохраняющих предикат

L− =
(

1 0 0 1 −
1 0 1 0 −

)
.

Предложение 2. f ∈ L− ⇔ f — линейная всюду определенная функ-
ция или функция на всех наборах, принимающая значение ”−”.

Доказательство. Если f ∈ L− и f(α̃) = c ∈ E, f(β̃) = −, то подста-
новками (00)t, (11)t, (01)t, (10)t можно получить функцию (c,−). Значит
f не равна ”−” ни на одном наборе или f на всех наборах равна ”−”.

Пусть f — нелинейная всюду определенная функция. Тогда подстанов-
ками констант из нее можно получить нелинейную функцию, существенно
зависящую от двух аргументов g(x, y) = x · y + ax + by + c. Во всех слу-
чаях дальнейшими подстановками (01)t и (−−)t или (10)t и (−−)t можно
получить (0−) или (1−).

Очевидно, что функции неопределенные на всех наборах или являющи-
еся всюду определенными линейными сохраняют данный предикат.

Предложение 3. L− — замкнутый класс.
Доказательство. Рассмотрим

g(x1, ..., xn) = f(f1(x1, ..., xn), ..., fm(x1, ..., xn)),

где f, f1, ..., fm принадлежат классу L−.
Если f ≡ −, то и g ≡ −.
Пусть f — линейная всюду определенная функция. Если все fi — всюду

определенные линейные функции, то и g — линейная всюду определенная
функция. Если среди fi встречается функция, тождественно равная ”−”, то
получаем функцию, тождественно равную ”−”, так как для любого набо-
ра (α1, ...,−, ..., αn) выполняется f(α1, ...,−, ..., αn) = −, если f — линейная
всюду определенная функция. Предложение доказано.

VI. M− — класс функций, сохраняющих предикат

M− =
(

1 0 0 − 0 −
1 0 1 − − 1

)
.

Предложение 4. M− — замкнутый класс.
Доказательство. Пусть g(x1, ..., xn) /∈M−, т.е.

g

(
0 0 1 − 0 −
0 1 1 − − 1

)
∈
{

1 1 −, ,
0 − 0

}
.

Если g

(
0 0 1 − 0 −
0 1 1 − − 1

)
=
(

1
0

)
, то, взяв уточнение набора в верх-

ней строке левой части равенства, подставляя вместо ”−” нуль, а снизу —
уточнение, где значение функции равно 0, получим (10)t или (−0)t.
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Если g

(
0 0 1 − 0 −
0 1 1 − − 1

)
=
(
−
0

)
, то возможны две ситуации: при

любом уточнении набора в верхней строке левой части равенства получа-
ем ”−” и есть уточнение верхнего набора, на котором функция g равна 1.
В первом случае возьмем уточнение верхнего набора, подставляя вместо
”−” нули и уточнение нижнего набора, на котором значение функции равно
0, а во втором случае, взяв уточнение верхнего набора, на котором значе-
ние функции равно 1, а вместо нижнего набора — уточнение, при котором
вместо ”−” подставляем 1, получим (−0)t, (10)t или (1−)t.

Аналогично рассматривается и последний случай.
Таким образом, во всех случаях получаем противоречие с леммой 1.

Предложение доказано.

VII. K1 — класс функций, сохраняющих предикат

K1 =
(

0 1 1 − 1 −
1 0 1 − − 1

)
.

VIII. K2 — класс функций, сохраняющих предикат

K2 =
(

0 0 0 − − 1
0 1 − 0 − 0

)
.

Предложение 5. Классы K1 и K2 замкнуты.
Доказательство замкнутости показывается аналогично замкнутости

класса M−.

Далее мы будем рассматривать предикаты, содержащие наборы дли-
ны 3, и при доказательстве замкнутости будем учитывать, что для каж-
дого набора (αβγ)t, принадлежащего соответствующему предикату, набор
(αγβ)t также принадлежит предикату.

IX. K3 — класс функций, сохраняющих предикат

K3 =


0 0 0 − 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 − − − 0 0 − −
0 0 − − − 0 1 1 0 1 1 − − 1 1 1 − − 1 1 0
0 − 0 − − 1 0 1 1 0 1 − 1 − 1 − 1 1 − 0 1

 .

Предложение 6. Класс K3 замкнут.
Доказательство. Пусть

g

 α1
1 ... α

1
n

α2
1 ... α

2
n

α3
1 ... α

3
n

 ∈


1 1 1 − − −
− , 0 , 0 , − , 0 , 0
0 − 0 0 0 −

 ,

где каждый набор (α1
iα

2
iα

3
i )t принадлежит K3.

1.

g

 α1
1 ... α

1
n

α2
1 ... α

2
n

α3
1 ... α

3
n

 ∈


1 1
− , 0
0 0

 .
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Возможны 2 случая:
a) для любого набора (β2

1 , ..., β
2
n), являющегося уточнением набора

(α2
1, ..., α

2
n), выполняется g(β2

1 , ..., β
2
n) = −. Тогда берем такое уточнение

набора (α2
1, ..., α

2
n), при котором вместо ”−” подставляем 1. Для набора

(α3
1, ..., α

3
n) берем уточнение, на котором значение функции g равно 0, для

(α1
1, ..., α

1
n) берем такое уточнение, при котором значение функции g рав-

но 1. В результате получаем, что значением функции g на двоичных на-
борах, принадлежащих предикату, является набор, не принадлежащий пре-
дикату. Противоречие с леммой 1;

б) есть набор (β2
1 , ..., β

2
n), являющийся уточнением набора (α2

1, ..., α
2
n),

для которого выполняется g(β2
1 , ..., β

2
n) = 0. Берем этот набор в качестве

уточнения для (α2
1, ..., α

2
n). Для набора (α3

1, ..., α
3
n) берем уточнение, при

котором вместо ”−” подставляем 1, а для (α1
1, ..., α

1
n) берем такое уточне-

ние, при котором значение функции g равно 1. И получаем, что значени-
ем функции g на двоичных наборах, принадлежащих предикату, является
один из наборов — (100)t или (10−)t, не принадлежащий предикату.

2.

g

 α1
1 ... α

1
n

α2
1 ... α

2
n

α3
1 ... α

3
n

 ∈

−
0
0

 .

Существуют 2 случая:
а) для любого набора (β1

1 , ..., β
1
n) являющегося уточнением набора

(α1
1, ..., α

1
n), выполняется g(β1

1 , ..., β
1
n) = −.

Тогда для набора (α1
1, ..., α

1
n) берем уточнение, при котором вместо ”−”

подставляем 0.
В качестве уточнения для (α3

1, ..., α
3
n) берем набор (β3

1 , ..., β
3
n), для кото-

рого выполняется g(β3
1 , ..., β

3
n) = 0.

Для набора (α2
1, ..., α

2
n) берем уточнение, при котором вместо ”−” под-

ставляем 1;
б) для набора (α1

1, ..., α
1
n) есть уточнение, на котором значение g равно 1,

берем это уточнение.
В качестве уточнения для (α3

1, ..., α
3
n) берем набор (β3

1 , ..., β
3
n), для кото-

рого выполняется g(β3
1 , ..., β

3
n) = 0.

Для набора (α2
1, ..., α

2
n) берем уточнение, при котором вместо ”−” под-

ставляем 1.
3. Получен набор (−− 0)t. Возможны 4 ситуации:
а) для верхнего и среднего наборов при любом уточнении получаем ”−”.

Тогда в среднем наборе вместо ”−”подставляем 1, в верхнем — нули. Для
нижнего берем уточнение, на котором значение функции равно 0. Получим
(−− 0)t;

б) при любом уточнении верхнего набора получаем ”−”, вместо ”−” в
верхнем наборе подставляем 0. Для среднего набора есть уточнение, при
котором значение функции g равно 0, берем это уточнение. Для нижнего
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набора берем уточнение, при котором вместо ”−” подставляем одни едини-
цы. Получим набор (−00)t или (−0−)t;

в) сверху есть уточнение, на котором значение g равно 1, берем это
уточнение. Для среднего набора при любом уточнении получаем ”−”, под-
ставляем вместо ”−” одни 1. Для нижнего набора берем уточнение, на ко-
тором значение функции равно 0. Получим (1− 0)t;

г) есть уточнение верхнего набора, на котором значение g равно 1, берем
это уточнение. Для среднего набора есть уточнение, при котором значение
функции g есть 0, берем это уточнение. Для нижнего набора берем уточ-
нение, при котором вместо ”−”подставляем одни единицы. Получим (10−)t

или (100)t.

X. K4 — класс функций, сохраняющих предикат

K4 =

− 0 0 0 0 0 0 − − − 1
− − 0 1 0 − 0 0 0 − 1
− 0 1 0 − − 0 0 − 0 1

 .

Предложение 7. Класс K4 замкнут.
Доказательство. Пусть

g

α1
1 ...α

1
n

α2
1 ...α

2
n

α3
1 ...α

3
n

∈


0 0 0 − − − − − 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ,− ,1 , 1 , 1 , 0 ,− , 1 ,0 ,− ,1 ,0 ,− , 0 ,− , 1
− 1 1 − 0 1 1 1 0 0 0 1 1 − − −

 ,

где каждый набор (α1
iα

2
iα

3
i )t принадлежит K4.

1. g(α1
1, ..., α

1
n) = 1.

Нулевой набор (0, ..., 0) является уточнением набора (α1
1, ..., α

1
n), и поэто-

му значение функции g на этом наборе равно 1 или ”−”. Кроме того, есть
набор (β1

1 , ..., β
1
n), являющийся уточнением набора (α1

1, ..., α
1
n), для которого

выполняется g(β1
1 , ..., β

1
n) = 1.

Если g(α2
1, ..., α

2
n) = 0 (или g(α3

1, ..., α
3
n) = 0), то берем уточнение

(β2
1 , ..., β

2
n) набора (α2

1, ..., α
2
n) (или (α3

1, ..., α
3
n)), при котором вместо ”−” под-

ставляем 0. Функция g на этом уточнении равна 0 или ”−”.
И взяв уточнения: (0, ..., 0), (β1

1 , ..., β
1
n) и (β2

1 , ..., β
2
n), получим один из

наборов: (110)t, (11−)t, (−10)t или (−1−)t.
Пусть теперь g(α2

1, ..., α
2
n) 6= 0 и g(α3

1, ..., α
3
n) 6= 0, т.е. мы рассматриваем

случаи (1−−)t и (1− 1)t.
Для набора (α2

1, ..., α
2
n), стоящего во второй строке, возможны ситуации

а) при любом уточнении получаем ”−” и б) есть уточнение, при котором
получаем 0.

Существуют 2 случая:
а) рассмотрим два уточнения набора (α1

1, ..., α
1
n), стоящего в первой стро-

ке. При первом уточнении все ”−” заменяем на 0. Пусть (β1
1 , ..., β

1
n) — такое

уточнение, при котором получаем 1 и к этим двум строкам добавляем уточ-
нение набора (α2

1, ..., α
2
n), при котором все ”−” меняем на 0. Получим один

из наборов (11−)t или (−1−)t;
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б) снова рассматриваем уточнение набора (α1
1, ..., α

1
n), при котором все

”−” заменяем на 0. Если в результате получим 1, то подбираем такое уточ-
нение (α2

1, ..., α
2
n), при котором получаем 0. После этого берем уточнение

(α3
1, ..., α

3
n), при котором все ”−” заменяем на 0.

В результате на этих уточнениях получаем один из (10−)t, (100)t, (101)t.
Если же после уточнения набора (α1

1, ..., α
1
n), при котором все ”− ” за-

менили на 0 и получили ”− ”, то берем еще одно уточнение (α1
1, ..., α

1
n) на

котором значение функции g равно 1, и к этим двум строкам добавляем
уточнение (α3

1, ..., α
3
n), при котором все ”−” меняем на 0.

На этих уточнениях получим один из (−1−)t, (−10)t или (−11)t.
2. g(α̃1, ..., α̃n) ∈ {(01−)t, (011)t}.
Рассмотрим 2 случая:
а) при любом уточнении набора (α3

1, ..., α
3
n) получаем ”−”.

Берем уточнение (α1
1, ..., α

1
n), при котором все ”−” заменили на 0, для

(α2
1, ..., α

2
n) рассматриваем уточнение, на котором значение функции рав-

но 1, а для (α3
1, ..., α

3
n) рассматриваем уточнение, при котором все ”—” ме-

няем на 0. На этих уточнениях получим (01−)t или (−1−)t;
б) есть уточнение набора (α3

1, ..., α
3
n), на котором значение функции g

равно 1.
Для (α2

1, ..., α
2
n) и (α1

1, ..., α
1
n) рассматриваем уточнения, при которых

все ”—” меняем на 0. И на уточнениях получим (011)t, (−11)t, (0 − 1)t

или (−− 1)t.
3. g(α̃1, ..., α̃n) ∈ {(−1−)t, (−11)t, (−10)t}.
Существуют также 2 случая:
а) рассматривая уточнение (α1

1, ..., α
1
n), при котором все ”−” заменяем на

0, получаем ”−”. К этому уточнению добавляем уточнение (α2
1, ..., α

2
n), на

котором значение функции g равно 1, и уточнение (α3
1, ..., α

3
n), при котором

все ”−” меняем на 0.
Получим (−10)t, (−11)t или (−1−)t;
б) случай а) не имеет места, т.е получаем 0 (или, соответственно, 1).

Тогда берем еще одно уточнение, на котором значение функции равно 1
(соответственно, 0). И после этого добавляем уточнение набора (α2

1, ..., α
2
n),

при котором все ”−” заменяем на 0.
Получим один из (011)t или (01−)t (сответственно (101)t или (10−)t).
Предложение доказано.

XI. K5 — класс, состоящий из всех функций, существенно зависящих не
более чем от одной переменной, а также из функций, принимающих два
значения, одно из которых есть ”−”.

Предложение 8. K5 — замкнутый класс.
Доказательство очевидно.
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2. Вспомогательные результаты

Для f(x̃) ∈ P−2 зададим f0 — 0-характеристическую функцию следу-
ющим образом: f0(σ̃) = 1 тогда и только тогда, когда f(σ̃) ∈ {0,−}, в
противном случае f0(σ̃) = 0. Аналогично определяется f1 — 1-характерис-
тическая функция для f : f1(σ̃) = 1 ⇔ f(σ̃) ∈ {1,−} Отметим, что харак-
теристические функции являются всюду определенными.

Определим функцию x . y: 1 . 0 = 0, 0 . 1 = 1, 0 . 0 = 1, 1 . 1 = −.
Предложение 9. Множество функций R = P ∪ {.}, где P — полное

множество в классе P2, будет полным в классе P−2 .
Доказательство следует из возможности представления произвольной

функции f ∈ P−2 в виде f = f0 . f1. Предложение доказано.

Пусть K — некоторый класс доопределяемых функций. Через fK обо-
значим функцию, которая не принадлежит классу K.

Следствие. Класс {P2, fP2} является полным в P−2 .
Доказательство. Функция fP2 не принадлежит множеству P2, зна-

чит, есть двоичный набор σ̃, на котором значение этой функции равно ”−”.
Константы 0 и 1 принадлежат P2. Построим g(x) = f(σ̃) = (−−) и
h(x) = g(x)·x = (0−). Отрицание позволит получить одноместную функцию
(1−). И теперь (11−−) · (1101) = .. Предложение доказано.

Пусть U — множество всех одноместных функций из P−2 .
Лемма 2. Множество U ∪ {⊕}, где ⊕ — сложение по модулю 2, будет

полным в P−2 .
Доказательство. Построим следующую последовательность функций:

h1(x, y) = (0110), h2(x) = (1−1−), h3(x, y) = h1(h1, h2) = (1−0−), h4(x, y) =
= h3(ȳ, h1) = (0 − −1), h5(x, y) = h̄3(h̄1, h4) = (100−), h6(x, y) = h5(y, h5) =
= (0010), где h6 — нелинейная функция. Используя h6 и одноместные всю-
ду определенные функции, можно получить P2 и тогда все функции из
P−2 . Предложение доказано.

Рассматривая ниже значения функции на наборах из предиката, мы
вновь, как и при доказательстве замкнутости, будем перечислять в качестве
аргументов функции все наборы, принадлежащие предикату.

Лемма 3. (−−) ∈ [(10), fS− , fP2 ]
Доказательство. Если, например,

fS−

(
0 1 −
1 0 −

)
=
(

0
0

)
,

то для нижнего набора выберем уточнение, при котором значение функции
равно 0. Для верхнего набора возьмем уточнение, при котором каждый
столбец совпадает с функцией x или x̄. Тогда получим одну из функций
(−0) или (00). В том и другом случае затем получим обе константы —
(00) и (11), fP2 дает (−−).
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Если же fS−

(
0 1 −
1 0 −

)
=
(

0
−

)
, то для нижнего набора возьмем уточне-

ние на котором fS− равна 0 или ”−”. Соответствующее уточнение верхнего
набора даст 0 или ”−”. В результате получим одну из функций: (00), (−−),
(0−), (−0), которая или совпадает с (−−), или позволяет ее получить.

Остальные случаи аналогичны.

Лемма 4. Выполняется по меньшей мере одно из соотношений

(00) ∈ [(−−), fS− ], (11) ∈ [(−−), fS− ].

Доказательство. Функции fS− и (−−) позволяют получить двухмест-
ную функцию h(x, y) = (αβγδ), где α ∈ {0, 1,−}, δ ∈ {0, 1,−}, (β, γ) ∈
{(00), (0−), (−0), (11), (1−), (−1)}, из которой отождествлением перемен-
ных не удастся получить (00) или (11) только в случае, когда (α, δ) ∈
{(10), (01), (−−)}.

Функция (10) вместе с fS− позволит получить одну из шести функций
(00), (0−), (−0), (11), (1−), (−1). Каждая из них даст нужный результат.

Функция h
′
(x, y) = (−βγ−), (βγ) ∈ {(00), (0−), (−0), (11), (1−), (−1)}

позволит получить одну из констант: h′(−,−) = 0 или 1.
И теперь осталось рассмотреть два варианта:

h
′′
(x, y) = (0β1γ11), (β1γ1) ∈ {(00), (−0)},

h
′′′

(x, y) = (0β2γ21), (β2γ2) ∈ {(11), (1−)}.
Но h

′′
(0,−) = 0; h′′(1,−) = − и h

′′′
(0,−) = −; h′′′(1,−) = 1.

Лемма 5. (11) ∈ [(−−), (00), fK2 , fL− ]
Доказательство. Функция fK2 на наборах из K2 дает набор, не при-

надлежащий K2. Пусть

fK2

(
00 0 −−1
01− 0 −0

)
∈
{

1 1,− 1

}
.

Рассмотрим случаи, когда fK2 на всех нулях равна 0 (остальные случаи
тривиальны), т.е.

fK2

00 0 0 0 0
00 0 −−1
01− 0 −0

 ∈


0 0
1 ,1
− 1

 ,

и остановимся только на варианте (01−)t.
Рассмотрим 2 случая:
а) при любом уточнении нижней строки получаем ”−”. Берем уточнение

средней строки, при котором значение функции равно 1, а для нижней
строки берем уточнение, при котором все ”−” заменяем на 0;

б) есть уточнение нижней строки, при котором значение функции рав-
но 1, берем это уточнение, а для средней строки берем уточнение, при
котором все ”−” заменяем на 0.
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В результате получим (0−1)t, (011)t или (01−)t на наборах (000)t, (010)t,
(001)t.

Отсюда следует, что на наборах (0000)t, (0101)t и (0011)t мы получим
функции u

′
= (011α) или u

′′
= (01− β), где {α, β} ⊆ {0, 1,−}.

Если α ∈ {1,−}, то u
′
(0,−) = −, u′(1,−) = 1; если β ∈ {1,−}, то

u
′′
(u
′′
, x) = (0− 11) = u

′′′
(x, y) и u

′′′
(−, 0) = −, u′′′(−, 1) = 1.

Пусть α = β = 0. Если получили функцию v1(x, y) = (01− 0), то после-
довательность функций:

v2 = v1(v1, x); v3 = v2(v2, v1), v4 = v3(v3, x)

позволит получить функцию (01− 1), из которой получается (−1).
Осталось рассмотреть функцию (0110) — сложение по модулю 2. Функ-

ция fL− позволит получить двухместную функцию h(x, y):

t(x, y)=fL−


0000−
1001−
1010−
0011−

=


α
β
γ
δ

, (β, γ) ∈ {(0−), (−0), (1−), (−1)}.

При этом, очевидно, достаточно рассмотреть случаи (β, γ) ∈ {(0−), (1–)}
и α 6= 1. Так как (00−) + (010) = (01−), (01−) + (001) = (01−), (–0–) +
+ (010) = (−1−), то, используя сложение и h(x, y), можно получить функ-
ции (01 − ω) или (−1 − ω), из которых уже несложно получить (−1) и
соответственно (11).

Лемма 6. Выполняется, по крайней мере, одно из соотношений
(−1) ∈ [(−−), (11), fL− ], {(0−), (00)} ⊆ [(−−), (11), fL− ]

Доказательство. Для функции fL− имеем

fL−

1001−
1010−
1111−

 =

 α
β

1 или 0 или −

 ,

где (α, β) ∈ {(0−), (−0), (1−), (−1)}.
Если β = −, то α ∈ {0, 1}, и, комбинируя вторую строку с третьей или

первую строку с третьей, получим одну из функций (−1), (−0), (0−) или
(1−), и дальнейшие рассуждения очевидны.

Если же β 6= −, то α = −, и рассуждения аналогичны. Лемма доказана.

Лемма 7. Выполняется, по крайней мере, одно из соотношений
(10) ∈ [(−−), (−1), (1−), (00), (11), fK3 ],
(0−) ∈ [(−−), (−1), (1−), (00), (11), fK3 ].

Доказательство. Функция fK3 на наборах из K3 дает набор, не при-
надлежащий K3. Так как во всех наборах, не принадлежащих K3, есть 0,
то надо рассмотреть только такие fK3 , которые на всех нулях принимают
значение 0 (для остальных функций справедливость леммы очевидна). Но
тогда имеет смысл рассматривать только такие функции, которые всюду
определены и являются монотонными.
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1. Пусть

fK3

0 0 0 − 0 000111 1 1 1 −−− 0 0 −−
0 0 −−−011011−− 1 1 1 −− 1 1 0
0− 0 −−101101− 1 − 1 − 1 1 − 0 1

 =

 1
0
−

 .

Для 3 строки возьмем уточнение, при котором ”−” меняется на 0. Зна-
чение функции на таком наборе должно быть 0. Иначе легко получить
функцию (10).

Для 2 строки возьмем уточнение, при котором ”−” меняется на 1. Зна-
чение функции на таком наборе должно быть 0 (это всюду определенная
функция). Затем вместо троек (001)t, (101)t, (−01)t возьмем тройки (0−1)t,
(1− 1)t, (−− 1)t соответственно (мы изменили вторую строку, и значение
функции тоже может измениться). Если значение функции на измененном
наборе будет ”−”, то измененная 3 строка и измененная 2 строка дадут
функцию (0−).

Иначе изменим первую строку. Сначала вместо всех ”−” возьмем 1.
В результате значение функции останется равным 1. Затем вместо троек
(0−1)t возьмем тройки (−−1)t. В результате получим в верхней строке 1
или ”−”. И теперь первая и вторая строки дадут функцию (10) или (−0).

2. Рассмотрим случай (100)t. Заменив столбцы вида (110)t на (11−)t,
получим (100)t или (10−)t. Второй случай мы уже рассматривали.

Теперь вместо троек (−10)t и (−01)t возьмем тройки (010)t и (001)t со-
ответственно. В первой строке будем иметь 1. Но тогда первая строка и
измененная третья (вместо ”−” в тех случаях, когда столбец, составлен-
ный из элемента первой и третьей строк, имеет вид (0−)t, можно брать,
например (01)t), дадут функцию (10).

3.

fK3

0 0 0 − 0 000111 1 1 1 −−− 0 0 −−
0 0 −−−011011−− 1 1 1 −− 1 1 0
0− 0 −−101101− 1 − 1 − 1 1 − 0 1

 =

−−
0

 .

Если взять α̃1 и α̃2 как уточнения первой и второй строки, соответ-
ственно, при котором ”−” заменяем на 0, то, очевидно, значение функции
fK3 на этих уточнениях равно 0. Пусть теперь β̃1 — уточнение первой стро-
ки, на котором значение функции fK3 равно 1, и β̃3 — уточнение третьей
строки, при котором ”−” заменяем на 1.

fK3(β̃1) = 1, fK3(β̃3) = 0, но при этом могут быть столбцы вида (10)t.
Заменим их на (1−)t. Вместо β̃3 получим β̃

′
3. Если fK3(β̃

′
3) = 0, то получаем

функцию (10). А если fK3(β̃
′
3) = −, то, используя α̃2 и β̃

′
3 (при необходи-

мости заменяя столбцы вида (10)t на (1−)t), получим функцию (0−).
4. (−00)t аналогичен предыдущему.

Пусть U¬ — множество всех одноместных функций, не содержащих от-
рицания.

Лемма 8. U¬ ⊆ [(−−), (11), (−1), fK1 , fM− , fK3 ].
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Доказательство. Для функции fK1 имеем

fK1

(
011− 1 −
101−− 1

)
∈
{

0 − 0, ,
− 0 0

}
.

Отсюда

fK1


001−− 1
011− 1 −
101−− 1
111− 1 1

=


1 или − или 0

α
β

1 или − или 0

 ,

где (α, β) ∈ (−0), (0−), (00). При этом, очевидно, достаточно рассмотреть
случаи, когда (α, β) ∈ {(−0), (00)}.

Рассмотрим случай, когда в 4 строке стоит ”−” или 0. Тогда третья
и четвертая строки дадут функции (0−) (после этого получаем функцию
(00)) или (00). Далее fM− позволит получить функции (10), (−0) или (1−),
(10) позволит получить все одноместные функции, а (−0) позволит полу-
чить все функции из U¬.

Если получили функцию (1−), то fK3 , по лемме 7, позволит получить
опять же (10) или (0−). Каждый из этих случаев дает все функции из U¬.

Значит, в четвертой строке стоит 1.
Каждый из 6 возможных вариантов здесь позволяет получить функцию

(0−). Пусть h(x, y) = (−1− 1).
Тогда, если имеем f1(x, y) = (1 − 01), то f11(x, y) = f1(y, x) = (10 −

− 1), f12(x, y) = f1(f11, y) = (0 − −1), f13(x, y) = f12(x, h(x, y)) = (0 − 11),
f14(x, y) = f1(f13, f1) = (−− 01), f15(x, y) = f14(f14, x) = (00− 1), f16(x, y) =
= f15(−, x) = (0−).

Если получили (1001), то f21(x, y) = f2(f2, h) = (−0 − 1). И f21(y, x) =
= (−− 01) = f14.

Функцию (−−01) мы уже рассматривали, а в остальных случаях, под-
ставляя в получающиеся функции в качестве аргументов x и (−), получим
сразу (0−).

Учитывая, что получена функция (0−) (и, соответственно, (00)), а функ-
ции (−−), (−1), (11) и fM− даны по условию, дальнейшие рассуждения
очевидны. Лемма доказана.

Лемма 9. U¬ ⊆ [(−−), (11), (0−), (00), fK4 , fM− ]
Доказательство. Для доказательства леммы достаточно получить

функции f1(x) = (10) или f2(x) = (1−), так как f2(f2) = (−1).
Пусть суперпозицией функций fM− , (00), (0−), (11) и (−−) получена

функция (−0) (остальные случаи сразу приводят к справедливости утвер-
ждения).

Рассмотрим fK4 .
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fK4

− 0 00 0 0 0−−−1
−−01 0 −0 0 0 −1
− 0 10−−0 0 − 0 1

 ∈


1 1 1 −−1110−− 0 0 1 1
1 −− 1 −0011 0 1 1 − 0 −
− 1 −− 1 0101 1 0 − 1 − 0

 .

Случаи, когда в 1 и 3 или 1 и 2 строках находятся 1 с ”−”, позволяют
сразу получить функции (−1) или (1−). Если в первой строке стоит 1,
а во второй или в третьей стоит 0, то получаем (10).

Осталось рассмотреть 2 случая — (011)t и (01−)t.
Случай (011)t приводит к двум функциям: f1(x, y) = (01 − α) или

f2(x, y) = (011α). (Сначала мы столбцы вида (0−−)t заменили на (−−−)t,
затем столбцы (−00)t заменили на (−0−)t, а затем каждый столбец дли-
ны 3 дополнили так, чтобы полученные столбцы длины 4 представляли
функции, полученные из имеющихся добавлением несущественных перемен-
ных. При этом случай, когда полученная функция, зависящая от 2-х пе-
ременных, на наборе (00) равна ”−” , можно не рассматривать.

Если α = 0, то имеем (10). Если α = −, то имеем (1−). Если же α = 1,
то f1(1, x) = f2(x,−) = (−1).

Лемма доказана.
Лемма 10. (10) ∈ [U¬ ∪ {fK5}]
Доказательство. Для fK5 имеем 2 варианта: либо она всюду опреде-

ленная функция, либо она принимает 3 значения.
Если она всюду определенная функция, существенно зависящая не ме-

нее чем от двух переменных, то подстановками констант и переименовани-
ем переменных из нее можно получить функцию f1 = x1x2+α1x1+α2x2+α3

или f2 = x1 + x2 + β.
Функция f1 содержит нечетное количество единиц. Если f1 немонотон-

ная функция, то отрицание получается очевидным образом. Для f1(x, y) =

= x ·y, получим f11 = (00−1) = (0011) · (−1−1) и f11

(
1 −
− 0

)
=
(

1
0

)
. А для

f1(x, y) = x ∨ y, получим f12 = (−101) = (−− 00) ∨ (0101) и f12

(
0−
1 0

)
= 1

0,

f2 легко позволяет получить отрицание.
Пусть fK5 принимает 3 значения. Нужно рассмотреть случаи, когда

fK5(0, ..., 0) = 0 или ”−”. Аналогично fK5(1, ..., 1) = 1 или ”−”. Получаем
для системы (fK5(0, ..., 0), fK5(1, ..., 1)) четыре варианта. Рассмотрим их все.

а) (fK5(0, ..., 0), fK5(1, ..., 1)) = (01). Получаем функцию g1 = (0−α1), из
которой, подставляя (1−) и (−0), получим (10);

б) (fK5(0, ..., 0), fK5(1, ..., 1)) = (0−). В этом случае получаем функцию

g2 = (01α−). Если g2 = (010−), то g2

(
− 1
1 −

)
=
(

1
0

)
. Если g2 = (011−), то

пусть h1(x, y) = (− − 00), и тогда получим g21(x, y) = (−101) = g2(h1, y),
из которой подстановками (0−) и (−0) получим отрицание. В функцию
g2 = (01−−) подставляем (−0) и (1−);

в) (fK5(0, ..., 0), fK5(1, ..., 1)) = (−1). В этом случае получаем функцию
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g3 = (−α01), из которой при α = 1 отрицание получить несложно. При
α = − суперпозиция g3(g3, y) определяет функцию (01 − 1), а при α =
= 0 суперпозиция g3(x, g3) определяет функцию (0− 01), которые мы уже
рассматривали;

г) (fK5(0, ..., 0), fK5(1, ..., 1)) = (−−). Тогда

fK5


0000
0011
0101
1111

 =


−
0
1
−

 .

Заменив столбец (0111)t на (1111)t, мы получим следующее:

fK5


0001
0011
0101
1111

 =


− или 1 или 0

0
1
−

 .

Если в первой строке 1, то первая и вторая строки дадут отрицание.
Если в первой строке ”−”, то получим

fK5


0001
0011
0101
0111

 =


−
0
1
β

 .

При β = 1 пусть функция m1(x, y) = (−011) и тогда m1(m1(x, y), y) =
= (1011).

При β = 0 отрицание получается очевидным образом.
При β = − пусть функция m2(x, y) = (−01−) и m3(x) = (−0), m4(x) =

= (0−). Тогда m2(m3,m4) = (10).
Пусть в первой строке 0. Тогда

fK5


0000
0001
0100
0101

 =


−
0
β
1

 .

Случай (−011)t нами уже рассмотрен. Случай (−001)t. Обозначим эту
функцию через n1(x, y). Тогда n1(x, n1) = (0− 01) Из последней легко по-
лучается отрицание.

Случай (−0− 1)t. Пусть l1(x, y) = (−0− 1), l2(x, y) = (−− 01), l3(x, y) =
= (00 − 1), l4(x, y) = (0001), l5(x, y) = (001−), l6(x, y) = (−101), l7(x, y) =
= (– 0 – 0), l8(x, y) = (1− 1−), l9(x, y) = (−1− 1).

Тогда l2 = l1(y, x), l3 = l2(l2, x), l4 = l3(l3, y), l5 = l4(x, l8), l6 = l5(l9, l5)
(1010) = l6(y, l7). Лемма доказана.
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Лемма 11. [U ∪ {fK5}] = P−2
Доказательство. Рассмотрим случай, когда fK5 — это функция, при-

нимающая все 3 значения. Для доказательства леммы достаточно получить
нелинейную всюду определенную функцию или функцию (0110).

Суперпозиция функций fK5 , (0000), (0011), (0101), (0111), (1000), (1010),
(1100) и (1111) даст функцию (01− α):

fK5


00001111
00110011
01010101
01110001

 =


0
1
−
α

 .

Используя в суперпозиции вместо (0111), (1000) функции (1111) и
(0000), соответственно, получим одну из функций f1 = (01−0), f2 = (11−0),
f3 = (−1− 0). И тогда, построив f11(x, y) = f1(x, ȳ), f12(x, y) = f11(x, f1) =
= (1000) или f21(x, y) = f2(x̄, ȳ) = (0 − 11), f22(x, y) = f21(y, x) = (01 − 1),
f23(x, y) = f22(y, f21) = (0111) или f31(x, y) = f3(x̄, f3) = (001−), f32(x, y) =
= f3(x̄, ȳ) = (0 − 1−), f33(x, y) = f32(y, x) = (01 − −), f34(x, y) = (− − 11),
f35(x, y) = f31(f33, f34) = (0100), получим нелинейную всюду определенную
функцию.

Остальные случаи рассматриваются аналогично.

Лемма 12. Классы P2, T0, T1, S−, L−, M−, K1−K5 попарно различны.
Доказательство. Попарная различность классов приведена в следую-

щей таблице, где в строках указаны функции, принадлежащие классу, а
в столбцах — не принадлежащие.

Таблица
P2 T0 T1 S− L− K5 K1 K2 K3 K4 M−

P2 • 11 00 00 & & & ∨ 10 ∨ 10
T0 0- • 00 00 & & & ∨ & ⊕ ⊕
T1 -1 11 • 11 & & & ∨ & ∨ x+y+1
S− – 10 10 • h(x, y, z) h(x, y, z) 10 10 10 10 10
L− – 10 10 11 • x+ y 10 10 10 10 10
K5 – 10 10 00 0- • 10 10 10 10 10
K1 – – – 11 1- 1011 • 1- 1011 1- 1-
K2 – – – 00 -0 0010 00 • 0010 0010 -0
K3 – – – 00 1- ∨ 00 11 • 1- 1-
K4 – – – 00 -0 & -0 11 -0 • -0
M− – – – 0- 0- & & ∨ 0-01 0-01 •

Примечание: h(x, y, z) — самодвойственная функция, существенно зави-
сящая от 3-х переменных.
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3. Критерий полноты

Теорема. Система функций F ⊆ P−2 полна тогда и только тогда, когда
она целиком не содержится ни в одном из классов P2, T0, T1, S−, L−, M−,
K1 −K5.

Доказательство. Необходимость следует из замкнутости всех классов
и леммы 12.

Достаточность. Пусть в F содержится fT0 . Функция fT0(x, ..., x) совпа-
дает с одной из шести функций: f1 = (10), f2 = (11), f3 = (−0), f4 = (−−),
f5 = (1−), f6 = (−1). С учетом того, что f5(f5) = f6 и f6(f6) = f2, можно
рассматривать 4 варианта: f1 = (10), f2 = (11), f3 = (−0), f4 = (−−).

Аналогично из fT1 ∈ F можно получить одну из шести функций: g1 =
= (10), g2 = (00), g3 = (1−), g4 = (−−), g5 = (−0), g6 = (0−), для которых
также достаточно остановиться на четырех: g1 = (10), g2 = (00), g3 = (1−),
g4 = (−−).

Несложно показать, что получившиеся 16 вариантов сводятся к трем:
1) h1 = (−−), 2) h2 = (10), 3) h3 = (11) и h4 = (00).

Функция fP2 третий вариант сводит к первому: для fP2 найдется набор
(α1, ..., αn), на котором fP2(α1, ..., αn) = −, что позволяет получить одно-
местную функцию (−−).

Лемма 3 второй вариант также сводит к первому.
Будем рассматривать случай, когда функция fT0 совпадает с fT1 и пред-

ставляет функцию (−−).
По лемме 4 получим функции (00) или (11), но лемма 5 первый случай

сводит к второму.
Итак, получены функции (−−) и (11). По лемме 6 получаем множество

функций:
{(−−), (11), (−1)} или {(−−), (11), (0−), (00)}.

Для первого множества по лемме 8, а для второго по лемме 9 получим
все одноместные функции, кроме, быть может, отрицания.

Лемма 10 позволит получить отрицание, и завершает доказательство
лемма 11.
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Boolean functions, determined not to all sets are considered in this
work. At the same time vagueness is appreciated as decision-making in
the model with three possible answers: ”for”, ”against” and ”indifferently
or not determined” and decision ”for” is taken in the situation ”absence
of against”. Appropriate definition of superposition, closed classes is
introduced and the criteria of completeness is proved.
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