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НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ С УСЛОВИЯМИ, ЗАДАННЫМИ ВНУТРИ

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО ПРЯМОУГОЛЬНИКА
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В работе доказано существование единственного решения нело-
кальной задачи с интегральными условиями для гиперболического
уравнения в прямоугольной области.
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Введение

Нелокальными задачами принято называть такие задачи, в которых
вместо классических краевых условий для дифференциальных уравнений в
частных производных задана определенная связь значений искомой функ-
ции на границе области и внутри нее. Часто роль таких соотношений вы-
полняют условия, содержащие интегралы от искомого решения. В данной
работе область, в которой ищется решение, представляет собой прямоуголь-
ник, ограниченный характеристиками уравнения, а в качестве нелокальных
условий задаются интегралы вдоль характеристик. Задача с такими усло-
виями может трактоваться как обобщение задачи Гурса и известна в ли-
тературе как интегральный аналог задачи Гурса [1].

1. Постановка задачи

Обозначим D = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b}. Пусть A(x, y), B(x, y),
C(x, y), f(x, y), ϕ(x), ψ(y) — заданные функции, определенные при x ∈
[0, a], y ∈ [0, b].

Задача 1. Найти функцию u(x, y) ∈ C(D̄), имеющую в D непрерывные
производные ux, uy и uxy, которая удовлетворяет в области D уравнению

Lu ≡ uxy + (A(x, y)u)x + (B(x, y)u)y + C(x, y)u = f(x, y) (1.1)
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и условиям

α∫
0

u(x, y)dx = ψ(y), 0 < α < a, 0 6 y 6 b, (1.2)

β∫
0

u(x, y)dy = ϕ(x), 0 < β < b, 0 6 x 6 a. (1.3)

Случай α = a, β = b был рассмотрен в [2, 3].

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть выполняются условия

A(x, y), B(x, y), C(x, y) ∈ C1(D̄), Cxy ∈ C(D̄), f(x, y) ∈ C(D̄),

ϕ(x) ∈ C[0, a] ∩ C2(0, a), ψ(y) ∈ C[0, b] ∩ C2(0, b),

Ay(x, y) > 0, Bx(x, y) > 0, Cxy(x, y) > 0,

Ay(x, y)Bx(x, y)− C2(x, y) > 0,

A(x, β) > 0, B(α, y) > 0, Cx(x, β) > 0, Cy(α, y) > 0.

Тогда существует единственное решение задачи (1.1)–(1.3).

Доказательство.

Обозначим
D0 = {(x, y) : 0 < x < α, 0 < y < β},
D1 = {(x, y) : α < x < a, 0 < y < β},
D2 = {(x, y) : 0 < x < α, β < y < b},
D3 = {(x, y) : α < x < a, β < y < b},
J1 = {(x, y) : x = α, 0 < y < b},
J2 = {(x, y) : y = β, 0 < x < a}.

Тогда область D = D0 ∪D1 ∪D2 ∪D3 ∪ J1 ∪ J2.
1. Единственность. Предположим, что существует два различных ре-

шения u1(x, y) и u2(x, y). Тогда u(x, y) = u1(x, y)−u2(x, y) — решение задачи
(1.1)–(1.3) с однородными условиями. Опираясь на результат, полученный
в [3], легко видеть, что в области D0 u(x, y) = u1(x, y)− u2(x, y) = 0.

Из непрерывности u(x, y) в области D следует, что u(α, y) = 0, и выпол-
нено условие (1.3). Будем рассматривать в D1 задачу отыскания решения
уравнения (1.1), удовлетворяющего условиям

β∫
0

u(x, y)dy = 0,
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u(α, y) = 0.

Умножим уравнение (1.1) с f(x, y) = 0 на функцию l1u =
y∫
0

x∫
a
u(ξ, η)dξdη и

проинтегрируем по области D1. Интегрируя по частям каждое слагаемое,
учитывая при этом однородные условия, получим

β∫
0

a∫
α

u2(x, y)dxdy +
1
2

β∫
0

a∫
α

Cxy

 y∫
0

x∫
a

u(ξ, η)dξdη

2

dxdy+

+
1
2

β∫
0

a∫
α

Ay(x, y)

 y∫
0

u(x, η)dη

2

−

−2C(x, y)

y∫
0

u(x, η)dη

x∫
a

u(ξ, y)dξ +Bx(x, y)

 x∫
a

u(ξ, y)dξ

2 dxdy+

+
1
2

β∫
0

B(α, y)

 α∫
a

u(ξ, y)dξ

2

dy +
1
2

β∫
0

Cy(α, y)

 y∫
0

α∫
a

u(ξ, η)dξdη

2

dy = 0.

В силу условий теоремы левая часть полученного равенства неотрицатель-
на, поэтому из него следует, что u(x, y) = 0 в D1.

Из непрерывности u(x, y) в области D следует, что u(x, β) = 0, и выпол-
нено условие (1.2). Будем рассматривать в D2 задачу отыскания решения
уравнения (1.1), удовлетворяющего условиям

α∫
0

u(x, y)dx = 0,

u(x, β) = 0.

Умножим уравнение (1.1) с f(x, y) = 0 на функцию l2u =
y∫
b

x∫
0

u(ξ, η)dξdη и

проинтегрируем по области D2. Интегрируя по частям каждое слагаемое,
учитывая при этом однородные условия, получим

b∫
β

α∫
0

u2(x, y)dxdy +
1
2

b∫
β

α∫
0

Cxy

 y∫
b

x∫
0

u(ξ, η)dξdη

2

dxdy+

+
1
2

b∫
β

α∫
0

Ay(x, y)

 y∫
b

u(x, η)dη

2

−

−2C(x, y)

y∫
b

u(x, η)dη

x∫
0

u(ξ, y)dξ +Bx(x, y)

 x∫
0

u(ξ, y)dξ

2 dxdy+
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+
1
2

α∫
0

A(x, β)

 b∫
β

u(x, η)dη


2

dx+
1
2

α∫
0

Cx(x, β)

 b∫
β

x∫
0

u(ξ, η)dξdη


2

dx = 0.

В силу условий теоремы левая часть полученного равенства неотрицатель-
на, поэтому из него следует, что u(x, y) = 0 в D2.

В области D3 получаем однородную задачу Гурса для уравнения (1.1)
с условиями

u(α, y) = 0,

u(x, β) = 0,

которая однозначно разрешима [4].
Единственность решения задачи (1.1)–(1.3) доказана в каждой из обла-

стей D0, D1, D2, D3. В силу непрерывности функции u(x, y) в области D
единственность решения задачи доказана для всей области D.

2. Существование. Опираясь на результат, полученный в [3], легко
видеть, что в области D0 существует решение задачи (1.1)–(1.3).

Обозначим u(α, y) = µ(y) – значение решения задачи в области D0 и
рассмотрим задачу в области D1 = {(x, y) : α < x < a, 0 < y < β} с инте-
гральным условием (1.3) и граничным условием

u(α, y) = µ(y). (2.1)

Запишем уравнение (1.1) в виде

uxy = F (x, y), (2.2)

где
F (x, y) = f(x, y)− (A(x, y)u)x − (B(x, y)u)y − C(x, y)u. (2.3)

Решением уравнения (2.2) в области D1 является функция u(x, y), пред-
ставимая в виде

u(x, y) = f(x) + g(y) +

y∫
0

x∫
α

F (ξ, η)dξdη, (2.4)

где f(x) ∈ C[α, a], g(y) ∈ C[0, β] — произвольные функции.
Подчиняя (2.4) условиям (1.3) и (2.1), получим

f(α) + g(y) = µ(y), (2.5)

βf(x) +

β∫
0

g(y)dy +

β∫
0

y∫
0

x∫
α

F (ξ, η)dξdηdy = ϕ(x). (2.6)

Выразим из полученных равенств функции f(x) и g(y). Тогда получим
решение задачи (1.1)–(1.3), (2.1) для уравнения (2.2):

u(x, y) =
ϕ(x)
β

+ µ(y)− ϕ(α)
β
−
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− 1
β

β∫
0

y∫
0

x∫
α

F (ξ, η)dξdηdy +

y∫
0

x∫
α

F (ξ, η)dξdη. (2.7)

Заменив в (2.7) F (x, y) ее представлением (2.3) и проделав некоторые
преобразования, приходим к нагруженному интегральному уравнению от-
носительно u(x, y):

u(x, y)− 1
β

β∫
0

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dηdy − 1
β

β∫
0

x∫
α

B(ξ, y)u(ξ, y)dξdy−

− 1
β

β∫
0

y∫
0

x∫
α

C(ξ, η)u(ξ, η)dξdηdy +

y∫
0

A(x, η)u(x, η)dη+

+

x∫
α

B(ξ, y)u(ξ, y)dξ −
y∫

0

x∫
α

C(ξ, η)u(ξ, η)dξdη = F1(x, y), (2.8)

где

F1(x, y) =
1
β
ϕ(x) + µ(y)− 1

β
ϕ(α) +

y∫
0

x∫
α

f(ξ, η)dξdη−

− 1
β

β∫
0

y∫
0

x∫
α

f(ξ, η)dξdηdy +

y∫
0

A(α, η)µ(η)dη −− 1
β

β∫
0

y∫
0

A(α, η)µ(η)dηdy.

Следуя рассуждениям [3], приведем уравнение (2.8) к уравнению Вольтерра
второго рода

u(x, y)−
y∫

0

x∫
α

H̃(ξ, η, x, y)u(ξ, η)dξdη = G̃(x, y), (2.9)

где H̃(ξ, η, x, y), G̃(x, y) — функции, которые выражаются через известные
функции.

Ядро H̃(ξ, η, x, y) и правая часть G̃(x, y) непрерывны в D̄1, следова-
тельно, уравнение (2.9) имеет единственное непрерывное решение u(x, y)
[5]. В силу эквивалентности задачи (1.1)–(1.3), (2.1) и уравнения (2.8),
уравнения (1.1) и уравнения (2.9) функция u(x, y), полученная как реше-
ние уравнения (2.9), будет и решением задачи (1.1)–(1.3), (2.1) в обла-
сти D1.

Обозначим u(x, β) = ν(x) — значение решения задачи в области D0

и рассмотрим задачу в области D2 = {(x, y) : 0 < x < α, β < y < b} с
интегральным условием (1.2) и граничным условием

u(x, β) = ν(x). (2.10)
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Проводя рассуждения, аналогичные использованным при рассмотрении
задачи в области D1, получим уравнение Вольтерра второго рода

u(x, y)−
y∫
β

x∫
0

H̃(ξ, η, x, y)u(ξ, η)dξdη = L̃(x, y), (2.11)

где H̃(ξ, η, x, y), L̃(x, y) — функции, которые выражаются через известные
функции.

Ядро H̃(ξ, η, x, y) и правая часть L̃(x, y) непрерывны в D̄2, следователь-
но, уравнение (2.11) имеет единственное непрерывное решение u(x, y) [5].

Функция u(x, y), полученная как решение уравнения (2.11), будет и ре-
шением задачи (1.1), (1.2), (2.10) в области D2.

В области D3 получаем задачу Гурса для уравнения (1.1) с условиями

u(α, y) = µ(y),

u(x, β) = ν(x),

которая однозначно разрешима [4].
Существование решения задачи (1.1)–(1.3) доказано в каждой из обла-

стей D0, D1, D2, D3. В силу непрерывности функции u(x, y) в области D
существование решения задачи доказано для всей области D.
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NONLOCAL PROBLEM FOR HYPERBOLIC EQUATION
WITH CONDITIONS SPECIFIED INSIDE

CHARACTERISTIC RECTANGLE
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In this paper, we consider the existence of a unique solution of a non-
local problem with integral conditions for hyperbolic equation in a rect-
angular domain.
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