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КРИТЕРИИ РАВНОМЕРНОЙ ИСЧЕРПЫВАЕМОСТИ
СЕМЕЙСТВА ВЕКТОРНЫХ ВНЕШНИХ МЕР
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Критерии равномерной исчерпываемости доказаны для последовательно-
сти исчерпывающих внешних мер, заданных на не сигма-полном классе мно-
жеств и принимающих значения в топологической абелевой группе.
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Введение

Ряд значительных результатов в теории функций множества связан с такой
формой равномерной непрерывности семейства мер, как равномерная исчерпыва-
емость. В связи с этим возникает задача нахождения условий, необходимых и
достаточных для равномерной исчерпываемости семейства функций множества.

Для последовательности конечных обобщенных мер, заданных на сигма-коль-
це множеств, критерий равномерной исчерпываемости получен Ф. Кафьеро [1].
В работе [2] критерий Ф. Кафьеро доказан для последовательности аддитивных
функций, заданных и обладающих свойством исчерпываемости на сигма-кольце
множеств, со значениями в топологической абелевой группе. В работах [3; 4] этот
результат распространен на случай, когда функции определены на ортомодуляр-
ной решетке со свойством субсеквенциальной интерполяции, аддитивны и прини-
мают значения в равномерной полугруппе [3] и топологической группе [4], в ра-
боте [5] — на случай, когда функции определены на сигма-ортополном частично
упорядоченном множестве и принимают значения в топологическом пространстве,
не наделенном никакими алгебраическими операциями.

Основными результатами данной работы являются теорема 1 и теорема 2 (обоб-
щение критерия Кафьеро), содержащие условия, необходимые и достаточные для
того, чтобы семейство функций множества Φ = {ϕ}, заданных на не сигма-пол-
ном классе множеств и принимающих значения в топологической абелевой груп-
пе, было равномерно исчерпывающим при условии, что каждая функция ϕ ∈ Φ
является исчерпывающей.
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1. Обозначения и основные определения

Пусть T — некоторое множество, Σ — непустой класс подмножеств множе-
ства T , ∅ ∈ Σ.

Последовательность попарно непересекающихся множеств {En} ⊂ Σ называ-
ют спектром. Говорят, что класс множеств Σ сигма-суммируемый, если ∅ ∈ Σ,

и для любого спектра {En} ⊂ Σ справедливо
∞⋃

n=1
En ∈ Σ. Пусть G = (G,+,Θ) —

топологическая абелева группа, H — фундаментальная система окрестностей Θ
в G.

Определение. Функцию множества ϕ : Σ → G называют k-внешней мерой,
k ∈ N, если ϕ(∅) = Θ, и для любой окрестности V ∈ H и для любых непе-
ресекающихся множеств E,F ∈ Σ справедливо утверждение: если ϕ(E) ∈ V , то
ϕ(E ∪ F )− ϕ(F ) ∈ k · V , где k · V = {v1 + ...+ vk, vi ∈ V, i = 1, k}.

Примерами k-внешних мер являются аддитивные функции множества (k = 1),
внешние числовые меры, квазилипшицевые функции множества.

Для любой функции ϕ : Σ→ G и для любого множества E ∈ Σ положим

ϕ̃(E) = {ϕ(F ), F ⊂ E, F ∈ Σ}.
Говорят, что функция множества ϕ : Σ→ G исчерпывающая, если для любого

спектра {En} ⊂ Σ

lim
n→∞

ϕ(En) = Θ. (1.1)

Говорят, что функции множества семейства Φ = {ϕ}, ϕ : Σ→ G равномерно ис-
черпывающие, если для любого спектра {En} ⊂ Σ соотношение (1.1) выполняется
равномерно относительно ϕ ∈ Φ.

2. Мультипликативные классы множеств
с f1-свойством

Мультипликативным классом множеств (m-классом) называют непустой класс
множеств, замкнутый относительно образования разности.

Из этого определения следует, что, если Σ−m-класс, то
1) ∅ ∈ Σ,

2) если A,B ∈ Σ, то A ∩B ∈ Σ,

3) если A,B,C ∈ Σ, причем A ⊂ C, B ⊂ C, то A ∪B ∈ Σ.
Говорят, что класс множеств Σ обладает f1-свойством, если для любых по-

следовательностей попарно непересекающихся множеств {En} и {Fn} из Σ, для
которых En∩Fk = ∅ при всех n, k ∈ N, существуют бесконечное множество P ⊂ N
и множество F ∈ Σ такие, что Fk ⊂ F при всех k ∈ P и F ∩En = F ∩Fk = ∅ при
n ∈ N и k ∈ N\P [6].

В работе [6] Ф. Фринке показал, что f1-свойство на алгебре строго слабее:
— свойства секвенциальной полноты, введенного Р. Хейдоном [7] и использу-

емого А. Прекупани [8];
— f -свойства, введенного и используемого А. Мольто [9];
— свойства интерполяции, введенного В. Бейдом, П. Кюртисом [10] и исполь-

зуемого В. Шахермауером [11].
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Г. Сивер [12] показал, что свойство интерполяции строго слабее сигма-полноты.
Предложение 1. Если Σ — некоторый класс множеств, обладающий

f1-свойством, то для любого спектра {En} из Σ существуют последовательность
{Pi}, где Pi — бесконечное подмножество множества N, Pi ∩ Pj = ∅ при i 6= j,
и спектр {Fi} ⊂ Σ такие, что En ⊂ Fi при всех n ∈ Pi, i ∈ N.

Доказательство. Пусть {En} — некоторый спектр из Σ. Представим множе-
ство N натуральных чисел в виде счетного объединения попарно непересекающих-
ся бесконечных множеств:

N =

∞⋃
i=1

Ni, Ni ∩Nj = ∅, i 6= j.

Так как класс множеств Σ обладает f1-свойством, то существуют бесконечное
множество P1 ⊂ N1 и множество F1 ∈ Σ такие, что

En ⊂ F1, n ∈ P1, F1 ∩ En = ∅, n ∈
∞⋃
i=2

Ni.

Аналогично найдем бесконечное множество P2 ⊂ N2 и множество F2 ∈ Σ такие,
что

En ⊂ F2, n ∈ P2, F2 ∩ E1 = ∅, F2 ∩ En = ∅, n ∈
∞⋃
i=3

Ni.

Процесс продолжим неограниченно. Получим последовательности {Pi}, Pi ⊂ N,
и спектр {Fi} ⊂ Σ, удовлетворяющие условию предложения.

Лемма 1. Пусть Σ−m-класс с f1-свойством. Если каждая функция множества
ϕn : Σ → G, n ∈ N, исчерпывающая на Σ, то для любого спектра {En} ⊂ Σ и
для любой окрестности U ∈ H существуют подспектр {Ekj} и множество E ∈ Σ
такие, что Ekj ⊂ E и

ϕ̃kj
(E\(Ek1

∪ ... ∪ Ekj
)) ⊂ U, j ∈ N.

Доказательство. Пусть {En} — спектр из Σ.
Так как функция множества ϕ1 исчерпывающая на Σ, то, в силу предложе-

ния 1, существуют бесконечное множество P1 ⊂ N и множество F1 ∈ Σ такие, что
En ⊂ F1 при всех n ∈ P1 и

ϕ̃1(F1) ⊂ U.
Положим n1 = minP1. Так как функция множества ϕn1

исчерпывающая на Σ,
то, в силу предложения 1, существуют бесконечное множество P2 ⊂ P1, n1 /∈ P2,
и множество F2 ∈ Σ, F2 ⊂ F1 такие, что En ⊂ F2 при всех n ∈ P2 и

ϕ̃n1
(F2) ⊂ U.

Положим n2 = minP2. Продолжим процесс по индукции, получим убыва-
ющую последовательность {Pi} бесконечных подмножеств множества N, где ni =
= minPi /∈ Pi+1, и убывающую последовательность множеств {Fi} ⊂ Σ, для кото-
рых En ⊂ Fi при всех n ∈ Pi и

ϕ̃ni(Fi+1) ⊂ U, i ∈ N. (2.1)

Покажем, что существуют последовательность номеров {ij} и множество F ∈ Σ
такие, что Enij

⊂ F и

F\(Eni1
∪ ... ∪ Enij

) ⊂ Fij+1, j ∈ N. (2.2)
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Будем считать, что Fi∩En = ∅ при всех n < ni. Если это не так, то заменим
Fi на Fi\(E1 ∪ ... ∪ Eni−1), i ∈ N.

Положим
D = Fi\(Fi+1 ∪ Eni), i ∈ N.

Рассмотрим два спектра {Di} и {Eni
}. Ясно, что Dk∩Eni

= ∅ при всех k, i ∈ N.
В силу f1-свойства, существуют бесконечное множество номеров P = {ij} и

множество F ∈ Σ, F ⊂ F1 такие, что Eni
⊂ F при всех i ∈ P и DkF = Eni

F = ∅
при всех k ∈ N, i ∈ N \ P.

Заметим, что множество F \ (Eni1
∪ ...∪Enij

) содержится в F1 и дизъюнктно
со всеми множествами D1, ...,Dij , En1

, ..., Enij
.

Справедливость соотношения (2.2) вытекает теперь из равенства

D1 ∪ ... ∪ Dij ∪ En1
∪ ... ∪ Enij

= F1 \ Fij+1.

Из (2.1) и (2.2) следует

ϕ̃nij
(F \ (Eni1

∪ ... ∪ Enij
) ⊂ U, j ∈ N.

Следовательно, подспектр {Enij
} и множество F ∈ Σ — искомые.

3. Критерии равномерной исчерпываемости

Теорема 1. Пусть Σ — некоторый класс множеств. Пусть каждая функция
множества последовательности {ϕn}, ϕn : Σ→ G, исчерпывающая. Для того что-
бы функции множества последовательности {ϕn} обладали свойством равномер-
ной исчерпываемости, необходимо и достаточно, чтобы для любой возрастающей
последовательности номеров {pk} функции множества последовательности

µk(E) = ϕpk+1
(E)− ϕpk

(E)

обладали свойством равномерной исчерпываемости.
Доказательство.

Достаточность. Предположим противное. Тогда существуют спектр {En} ⊂ Σ и
окрестность U ∈ H, для которых

ϕn(En) /∈ U, n = 1, 2, ... . (3.1)

Пусть V ∈ H, V + V ⊂ U . Положим p1 = 1. Так как функция ϕp1 исчерпыва-
ющая, то существует номер p2, p2 > p1, для которого

ϕp1
(Ep2

) ∈ V. (3.2)

Из (3.1) и (3.2) следует

ϕp2
(Ep2

)− ϕp1
(Ep2

) /∈ V.

Так как функция ϕp2
исчерпывающая, то существует номер p3, p3 > p2, для

которого

ϕp2
(Ep3

) ∈ V.

Отсюда и из (3.1) следует

ϕp3(Ep3)− ϕp2(Ep3) /∈ V.
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Продолжив процесс, построим подпоследовательность номеров {pk}, для кото-
рых pk+1 > pk и

ϕpk+1
(Epk+1

)− ϕpk
(Epk+1

) /∈ V, k = 1, 2, ... ,

что противоречит условию.
Так как необходимость очевидна, то теорема доказана.
Теорема 2. Пусть Σ −m-класс с f1-свойством, пусть ϕn : Σ → G, n ∈ N, —

последовательность исчерпывающих k-внешних мер.
Для равномерной исчерпываемости функций множества последовательности

{ϕn} необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие:
(I) для любой окрестности U ∈ H и для любого спектра {En} ⊂ Σ существуют
такой номер n0 и такое множество Ek0

∈ {En}, что

ϕn(Ek0
) ∈ U, n > n0.

Доказательство.
Достаточность. Предположим противное. Тогда существуют окрестность U ∈ H и
спектр {En} ⊂ Σ, для которых

ϕn(En) /∈ U, n = 1, 2... . (3.3)

Для спектра {En} ⊂ Σ, в силу предложения 1, существуют такие последова-
тельность {Pi}, где Pi — бесконечное подмножество N и Pi ∩ Pj = ∅ при i 6= j,
и спектр {Fi} ⊂ Σ, что En ⊂ Fi при всех n ∈ Pi, i ∈ N.

Переобозначив множества спектра {En}n∈P1
и функции множества {ϕn}n∈P1

,
будем работать со спектром {Gn}n∈N и последовательностью функций множества
{νn}n∈N, являющимися, соответственно, подспектром спектра {En} и подпоследо-
вательностью последовательности ϕn. Очевидно, что Gn ⊂ F1, n ∈ N,

νn(Gn) /∈ U, n ∈ N.

Для окрестности U ∈ H найдем окрестность V ∈ H такую, что V = −V и
(k + 1)V ⊂ U .

Пусть V1 ∈ H, (k + 1)V1 ⊂ V , V1 = −V1.
Построим последовательность окрестностей нуля {Vn}∞n=2 ⊂ H, (k + 1)Vn ⊂ Vn−1.

По условию теоремы существуют такие номера p1, N1, что

νn(Gp1
) ∈ V1, n > N1.

Аналогично найдем номера p2 и N2 такие, что p2 > p1, p2 > N1, N2 > N1 и

νn(Gp2) ∈ V2, n > N2.

Продолжив процесс, по индукции построим такие возрастающие последователь-
ности номеров {pk}, {Nk}, что pk > Nk−1, k = 2, 3, ... и

νpm
(Gpk

) ∈ Vk, m > k.

Покажем, что
νp3

(Gp1
∪Gp2

) ∈ V.
Действительно, так как

νp3
(Gp1

) ∈ V1,
то

νp3(Gp1 ∪Gp2)− νp3(Gp2) ∈ k · V1.
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Учитывая, что
νp3

(Gp2
) ∈ V2,

V2 ⊂ V1,
получим

νp3
(Gp1

∪Gp2
) ∈ (k + 1)V1.

Таким образом
νp3(Gp1) ∈ V,
νp3(Gp2) ∈ V,

νp3(Gp1 ∪Gp2) ∈ V.
Продолжив процесс неограниченно, покажем, что для m = 2, 3, ... справедливо

νpm
(
⋃
k∈I

Gpk
) ∈ V, I ⊂ 1,m− 1.

Без ограничения общности будем считать, что

νm(
⋃
k∈I

Gk) ∈ V, I ⊂ 1,m− 1, m = 2, 3, ... , Gk ⊂ F1, k ∈ N. (3.4)

Так как νm, m = 2, 3, ..., последовательность k-внешних мер, то из (3.3) и
(3.4), в силу выбора окрестности V ∈ H, следует, что

νm(Gm ∪ (
⋃
k∈I

Gk)) /∈ V, I ⊂ 1,m− 1, m = 2, 3, ... . (3.5)

Для спектра {Gn} ⊂ Σ и окрестности V1 ∈ H, в силу леммы 1, найдем под-
спектр {Gni

} и множество Ai ∈ Σ такие, что Gni
⊂ A1 ⊂ F1, i ∈ N, и

ν̃ni(A1 \Gn1 ∪ ... ∪Gni) ⊂ V1, i ∈ N. (3.6)

Из (3.5) и (3.6), в силу выбора окрестности V1 ∈ H и определения k-внешней
меры, получим

νni(A1) /∈ V1, i = 2, 3, ... .

Применим данный процесс к каждому из подспектров {En}n∈Pi
спектра

{En}n∈N, в результате получим спектр {Ai} ⊂ Σ. Для спектра {Ai} ⊂ Σ и окрест-
ности V1 ∈ H условие (I) теоремы не выполняется.

Так как необходимость условия (I) очевидна, то теорема доказана.
Следствие 1. Пусть Σ−m-класс с f1-свойством, пусть ϕn : Σ→ G, n ∈ N, —

последовательность исчерпывающих аддитивных функций множества.
Для равномерной исчерпываемости функций множества последовательности

{ϕn} необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (I).
Замечание 1. В случае, когда {ϕn} — последовательность конечных обобщен-

ных мер, заданных на сигма-кольце, следствие 1 было доказано Ф. Кафьеро ([1],
теорема 1).

В случае, когда {ϕn} — последовательность исчерпывающих аддитивных функ-
ций множества, заданных на сигма-кольце, со значениями в топологической абе-
левой группе, следствие 1 было доказано Г. Вебером [2, следствие 4.3].

Пусть X = (X, | · |) — нормированное пространство. Функция множества ϕ,
ϕ : Σ → X, называется квазилипшицевой, если существует число N такое, что
для любых непересекающихся множеств E, F ∈ Σ, E ∪ F ∈ Σ справедливо

|ϕ(E ∪ F )− ϕ(F )| 6 N |ϕ(E)|.
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Следствие 2. Пусть Σ − m-класс с f1-свойством, X — нормированное про-
странство, пусть ϕn : Σ→ X, n ∈ N, — последовательность исчерпывающих ква-
зилипшицевых функций множества.

Для того чтобы функции множества последовательности {ϕn} были равномер-
но исчерпывающими, необходимо и достаточно, чтобы для любого числа ε > 0 и
для любого спектра {En} ⊂ Σ существовали такой номер n0 и такое множество
Ek0 ∈ {En}, что

|ϕn(Ek0
)| < ε, n > n0.

Замечание 2. Теорема 2, а также следствия 1, 2 справедливы и в том случае,
когда Σ — сигма-суммируемый класс множеств.

Действительно, пусть функции множества последовательности {ϕn} заданы на
сигма-суммируемом классе множеств Σ и удовлетворяют условию (I) теоремы 2,
тогда для произвольного спектра {En} из Σ класс множеств

A = {∅, E ∈ Σ : E =
⋃
n∈J

En, J ⊂ N}

является сигма-алгеброй (и тем более m-классом с f1-свойством), на которой
функции множества ϕn : A → G удовлетворяют условию (I), а это значит, что

lim
n→∞

ϕk(En) = Θ

равномерно относительно k = 1, 2, ... .
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The uniform exhaustivity criteria are proved for a sequence of exhaustive
outer measures defined on the non-sigma-complete class of sets and taking values
in an Abelian topological group.
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