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ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ МЕДЛЕННЫХ ИНВАРИАНТНЫХ
МНОГООБРАЗИЙ В МОДЕЛИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ

МАЛЯРИИ

c⃝ 2012 Е.А. Тропкина1

В работе рассмотрена модель распространения малярии Росса-Макдональ-
да. Произведена редукция этой модели на основе параметрического задания
медленного инвариантного многообразия, в результате чего построена упро-
щенная модель, которая с высокой точностью описывает поведение решений
исходной системы.

Ключевые слова: инвариантные многообразия, сингулярные возмущения,
асимптотическое разложение.

1. Параметрическое задание инвариантного
многообразия

Рассмотрим автономную систему обыкновенных дифференциальных уравнений
dx

dt
= f(x, y, ε), (1.1)

ε
dy

dt
= g(x, y, ε), (1.2)

где x и y — векторы из евклидовых пространств Rm и Rn, t ∈ (−∞,+∞) — пере-
менная времени, ε — малый положительный параметр, f и g — вектор-функции,
определенные, непрерывные по совокупности переменных и достаточно гладкие
при всех x ∈ Rm, y ∈ D ⊂ Rn, ε ∈ [0, ε0]. Здесь D — некоторая область в про-
странстве Rn.

Положив ε = 0 в (1.1), (1.2), получим вырожденную систему

dx

dt
= f(x, y, 0), (1.3)

0 = g(x, y, 0). (1.4)

Во многих задачах невозможно найти корень уравнения g(x, y, 0) = 0 в явном
виде, поскольку это уравнение оказывается либо трансцендентным, либо полино-
мом высокой степени относительно y. Зачастую решение уравнения (1.4) удается
записать в параметрической форме [1]
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x = χ0(v), y = φ0(v), (1.5)

где v ∈ Rm, и имеет место тождество

g(χ0(v), φ0(v), 0) = 0, v ∈ Rm. (1.6)

В таком случае и медленные инвариантные многообразия целесообразно искать
в параметрическом виде

x = χ(v, ε), y = φ(v, ε), (1.7)

где v ∈ Rm, χ(v, 0) = χ0, φ(v, 0) = φ0. Движение по медленному инвариантному
многообразию описывается уравнением

v̇ = F (v, ε), (1.8)

где функция F (v, ε) будет определена ниже.
Будем искать функции χ, φ, F в виде асимптотических разложений [4]

χ(v, ε) = χ0(v) + εχ1(v) + ...+ εkχk(v) + ...,

φ(v, ε) = φ0(v) + εφ1(v) + ...+ εkφk(v) + ..., (1.9)
F (v, ε) = F0(v) + εF1(v) + ...+ εkFk(v) + ...

с учетом (1.8) из уравнений

dχ

dv
F = f(χ, φ, ε), (1.10)

dφ

dv
F = g(χ, φ, ε). (1.11)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях малого параметра, по-
лучаем

dχ0

dv
F0 = f(χ0, φ0, 0), g(χ0, φ0, 0) = 0,

dχ1

dv
F1 = fx(χ0, φ0, 0)χ1 + fy(χ0, φ0, 0)φ1 + f1,

dφ0

dv
F0 = gx(χ0, φ0, 0)χ1 + gy(χ0, φ0, 0)φ1 + g1.

Здесь f1 = fε(χ0, φ0, 0), g1 = gε(χ0, φ0, 0).
В уравнения (1.10), (1.11) входят неизвестные функции χ, φ, F . Следователь-

но, в зависимости от конкретной задачи можно считать одну из этих функций
или какие-либо m компонентов функций χ, φ и F известными, а все остальные
находить из уравнений (1.10), (1.11). Более того, можно на разных этапах опреде-
ления коэффициентов разложений (1.9) считать известными коэффициенты раз-
ложений разных функций или различные m компонентов этих коэффициентов.
Если правая часть имеет заданную структуру, а значит, F можно считать из-
вестной функцией, то из уравнений (1.10), (1.11) можно найти коэффициенты
разложений χ и φ. Если, например, заранее задать χ, из этих уравнений можно
найти коэффициенты разложений φ и F . В случае явного задания медленного
инвариантного многообразия y = h(x, ε) получаем соотношения

v = x, χ = v, φ = h(v, ε), F = f(v, h(v, ε), ε),
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а (1.9) принимает вид

ε
dh

dv
f(v, h, ε) = g(v, h, ε), h = h(v, ε).

Если dimx = dimy и в качестве параметра v взят y, получаем соотношение
φ = v и

ε
dχ

dv
F = f(χ, v, ε), εF = g(χ, v, ε).

Отсюда, в свою очередь, получаем уравнение для χ

ε
dχ

dv
g(χ, v, ε) = f(χ, v, ε),

из которого при det(dχ0

dv ) ̸= 0 однозначно находим коэффициенты асимптотическо-
го разложения функции χ.

2. Математическая модель распространения
малярии

Малярия — это заразная болезнь человека, возбудители которых передаются
кровососущими членистоногими (насекомые и клещи). Малярию вызывает пара-
зит Plasmodium (род паразитических простейших, известно около двухсот видов,
из них по меньшей мере десять паразитируют на человеке, прочие паразитируют
на других позвоночных. В жизненном цикле плазмодиев два хозяина: позвоноч-
ное и комар). С этим паразитом человек сталкивается после укусов зараженных
комаров-самок из рода Anopheles.

Малярия давно стала бедствием для людей. Исключительно высокий уровень
смертности в некоторых регионах привел к естественному отбору, даже ценой по-
вышенного риска потенциально смертельной деформации эритроцитов у некото-
рых потомков. В частности, гены, которые обеспечивают устойчивость к малярии,
когда они появляются в гетерозиготных по S-гену особях, как известно, приводят
к серповидно-клеточной анемии и другим заболеваниям крови, когда они появля-
ются в гомозиготной по S-гену форме.

Тропическая малярия является ведущей причиной смертности во всем мире,
и математические модели распространения малярии имеют долгую и богатую ис-
торию, начиная с Росса [2].

Пусть u1 и u2 обозначают плотность неинфицированных людей генотипа АА
и генотипа AS соответственно. Кроме того, пусть v1, v2 — плотность населения
зараженных особей каждого генотипа, z — доля насекомых с плазмодием. Доля
людей генотипа AS в популяции составляет w = u2+v2

N , где N = u1 + v1 + u2 +
+v2 — численность населения. Частота S-гена q = w/2 и частота A-гена p = 1−q.
Предположим, что соотношение количества людей и комаров является постоянной
величиной c. Обозначим через Pi долю людей, рожденных в популяции, каждого
генотипа: P1 = p2, P2 = 2pq.

Передача малярии между человеком и комарами регулируются основными эпи-
демилогическими показателями. Перечислим все переменные и параметры в таб-
лице.

Изменения в плотности населения, связанные с определенным инфекционным
статусом каждого генотипа, описываются набором из пяти обыкновенных диффе-
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Таблица
Обозначение Описание

i = 1 Генотип AA
i = 2 Генотип AS
ui Количество неинфицированных людей генотипа i
vi Количество зараженных людей генотипа i
xi Доля людей, которые заражены и имеют генотип i
yi Доля людей, которые не инфицированы и имеют генотип i
z Доля комаров с плазмодием
w Частота людей генотипа AS
q Численность населения
θi Вероятность человека генотипа i заразиться малярией

после укуса комара
γi Скорость восстановления после малярии людей генотипа i
a Доля укусов комаров из расчета количества комаров

на человека
c Количество комаров на человека
φi Вероятность приобретения комарами плазмодия после укуса

человека генотипа i
δ Средняя продолжительность жизни инфицированного комара
m Уровень естественной смертности населения
αi Уровень смертности людей генотипа i, вызванный малярией
ν Уровень смертности людей от серповидно-клеточной анемии

b(N) Уровень рождаемости людей
P1 Доля людей, рожденных с генотипом AA
P2 Доля людей, рожденных с генотипом AS

ренциальных уравнений [3]:

u̇i = Pib(N)N −miui − aθiczui + γivi,
v̇i = θiaczui − (mi + γi + αi)vi, i = 1, 2,
ż = (1− z)(aφ1

v1
N + aφ2

v2
N )− δz,

(2.1)

где m1 = m0, m2 = m+ ν.
Для удобства введем новые переменные xi = ui/N , yi = vi/N , а также w =

= x2 + y2 = 2q, x1 + x2 + y1 + y2 = 1, x1 + y1 = 1 − w, βhi = aθic, βvi = aφi,
i = 1, 2.

Тогда получим систему, эквивалентную системе (2.1), которая описывает важ-
ные эпидемиологические, демографические и генетические характеристики насе-
ления:

ẏ1 = βh1z(1− w − y1)− (m1 + γ1 + α1)y1 − y1Ṅ/N,

ẏ2 = βh2z(w − y2)− (m2 + γ2 + α2)y2 − y2Ṅ/N,
ż = (1− z)(βv1y1 + βv2y2)− δz,

ẇ = P2b(N)− α2y2 −m2w − wṄ/N,

Ṅ = N((P1 + P2)b(N)−m1(1− w)−m2w − α1y1 − α2y2).

(2.2)

Учтем, что P1 + P2 = 1 − w2/2, (1 − w)P2, b(N) = b(1 − N/K), где b — мак-
симальная рождаемость, когда численность населения мала, K — коэффициент
пропорциональности. Примем mi = εm̃i, αi = εα̃i и b = εb̃, τ = εt, где ε > 0 —
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малый параметр. Тогда система (2.2) примет вид

εdy1dτ = βh1z(1− y1 − w)− γ1y1 − εy1((m̃1 − m̃2)w + α̃1(1− y1)−
−α̃2y2 + (1− w2

2 )b̃(N)),

εdy2dτ = βh2z(w − y2)− γ2y2 − εy2((m̃1 − m̃2)(w − 1)− α̃1y1+

+α̃2(1− y2) + (1− w2

2 )b̃(N)),
ε dzdτ = (1− z)(βv1y1 + βv2y2)− δz,
dw
dτ = (−1

2 w
2(1− w

2 )b̃(N) + (m̃1 − m̃2)w(1− w) + α̃1wy1 − α̃2(1− w)y2,
dN
dτ = N((1− w2

2 )b̃(N)− m̃1(1− w)− m̃2w − α̃1y1 − α̃2y2).

(2.3)

Медленная поверхность описывается уравнениями

0 = βh1z(1− y1 − w)− γ1y1,
0 = βh2z(w − y2)− γ2y2,
0 = (1− z)(βv1y1 + βv2y2)− δz,

(2.4)

или

y1 = Th1z(R2−1−z(R2+Th2))
(1−z)(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))

,

y2 = Th2z(1−R1+z(R1+Th1))
(1−z)(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))

,

w = (1+Th2z)(1−R1+z(R1+Th1))
(1−z)(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))

,

(2.5)

где Thi =
βhi

γi
, Thi = βhiβvi

δγi
.

В качестве параметров удобно выбрать переменные z, N и искать инвариант-
ное многообразие в виде

y1 = ỹ1(z,N, ε),

y2 = ỹ2(z,N, ε),

w = w̃(z,N, ε),

тогда уравнения инвариантности можно записать следующим образом:

ε∂ỹ1∂z
dz
dτ + ε∂ỹ1∂N

dN
dτ = βh1z(1− y1 − w)− γ1y1 − εy1((m̃1 − m̃2)w + α̃1(1− y1)−

−α̃2y2 + (1− w2

2 )b̃(N)),

ε∂ỹ2∂z
dz
dτ + ε∂ỹ2∂N

dN
dτ = βh2z(w − y2)− γ2y2 − εy2((m̃1 − m̃2)(w − 1)− α̃1y1+

+α̃2(1− y2) + (1− w2

2 )b̃(N)),

ε∂w̃∂z
dz
dτ + ε ∂w̃∂N

dN
dτ = (−1

2 w
2(1− w

2 )b̃(N) + (m̃1 − m̃2)w(1− w) + α̃1wy1−
−α̃2(1− w)y2,

(2.6)

из которых однозначно находим коэффициенты асимптотического разложения
функций. С этой целью подставим асимптотические представления

y1 = ỹ1(z,N, ε) = ỹ10(z,N) + εỹ11(z,N) + ε2ỹ12(z,N) + ε3...,

y2 = ỹ2(z,N, ε) = ỹ20(z,N) + εỹ21(z,N) + ε2ỹ22(z,N) + ε3...,

w = w̃(z,N, ε) = w̃0(z,N) + εw̃1(z,N) + ε2w̃2(z,N) + ε3...

в уравнения (2.6) и, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях малого
параметра, найдем

ỹ10 = Th1z(R2−1−z(R2+Th2))
(1−z)(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))

,

ỹ20 = Th2z(1−R1+z(R1+Th1))
(1−z)(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))

,

w̃0 = (1+Th2z)(1−R1+z(R1+Th1))
(1−z)(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))

.

(2.7)
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ỹ11 =
δAR2+BTv2Th1γ1−C(1−z)[δR2

∂ỹ10
∂z +Tv2Th1

∂ỹ20
∂z ]−Th1C(Th2z+1)

δ(R2(Th1z+1)−R1(Th2z+1)) ,

ỹ21 =
δBR1+ATv1Th2γ2−C(1−z)[δR1

∂ỹ20
∂z +Tv1Th2

∂ỹ10
∂z ]−Th2C(Th1z+1)

δ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) ,

w̃1 =
ATv1(Th2z+1)+BTv2(Th1z+1)−C(1−z)[Tv1(Th2z+1)

∂ỹ10
∂z +Tv2(Th1z+1)

∂ỹ20
∂z ]

zδ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) +

+ C(Th2z+1)(Th1z+1)
zδ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) ,

(2.8)

ỹ12 =
δA1R2+B1Tv2Th1γ1−C1(1−z)[δR2

∂ỹ10
∂z +Tv2Th1

∂ỹ20
∂z ]−Th1C1(Th2z+1)

δ(R2(Th1z+1)−R1(Th2z+1)) ,

ỹ22 =
δB1R1+A1Tv1Th2γ2−C1(1−z)[δR1

∂ỹ20
∂z +Tv1Th2

∂ỹ10
∂z ]−Th2C1(Th1z+1)

δ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) ,
(2.9)

где Tvi =
βvi

γi
,

A = −(m̃1 − m̃2)w̃0ỹ10 − α̃1ỹ10 − α̃1ỹ10(1− ỹ10) + α̃2ỹ10ỹ20 − ỹ10b̃(1− N
K )(1− w̃2

0

4 ),

B = −(m̃1 − m̃2)(w̃0 − 1)ỹ20 + α̃1ỹ10ỹ20 − α̃2ỹ
2
20(1− ỹ20)− ỹ20b̃(1− N

K )(1− w̃2
0

4 ),

C̃ = −1
2 b̃w̃

2
0(1− N

K )(1− w̃0

2 ) + w̃0(1− w̃0)(m̃1 − m̃2) + α̃1w̃0ỹ10 − α̃2(1− w̃0)ỹ20,

C = C̃/(∂w̃0

∂z (1− z)).

∂ỹ10
∂z = Th1(R2−R1)(R2−1)−2zTh1(R2+Th2)(R2−R1)

(1−z)2(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))2
+

+ z2Th1(R2(R2−R1−Th1+Th2)−Th1(Th1R2−Th2R1))
(1−z)2(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))2

,
∂ỹ20
∂z = Th2(R2−R1)(1−R1)+2zTh2(R1+Th1)(R2−R1)

(1−z)2(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))2
+

+ z2Th2(R1(−R2+R1+Th1−Th2)+Th1(Th1R2−Th2R1))
(1−z)2(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))2

,
∂w̃0

∂z =
Th2R2−Th1R1R2−R1Th1+R2−R1+R2R1Th1+2z[Th1Th2

(R2−R1)+R1R2(Th2−Th1)+R2Th1]

(1−z)2(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))2
−

−2zR1Th2]+z
2[−R1T

2
h2+R2T

2
h1+R1R2(Th1−Th2)+Th1Th2(R2Th1−R1Th2)]

(1−z)2(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))2
.

A1 = −∂ỹ11
∂z (1− z)(βv1ỹ11 + βv2ỹ21)− ∂ỹ11

∂N N(b̃(1− N
K )(1− w̃2

0

4 )− m̃1(1− w̃0)−
−m̃2w̃0 − α̃1ỹ10 − α̃2ỹ20)− (m̃1 − m̃2)(w̃1ỹ10 + w̃0ỹ11) + α̃1ỹ11(2ỹ10 − 1)+

+α̃2(ỹ10ỹ11 + ỹ20ỹ11)− b̃(1− N
K )((1− w̃2

0

4 )ỹ11 − 1
2 ỹ10w̃0w̃1),

B1 = −∂ỹ21
∂z (1− z)(βv1ỹ11 + βv2ỹ21)− ∂ỹ21

∂N N(b̃(1− N
K )(1− w̃2

0

4 )− m̃1(1− w̃0)−
−m̃2w̃0 − α̃1ỹ10 − α̃2ỹ20)− (m̃1 − m̃2)(w̃1ỹ20 + w̃0ỹ21) + α̃2ỹ21(2ỹ20 − 1)+

+α̃1(ỹ20ỹ11 + ỹ21ỹ10)− b̃(1− N
K )((1− w̃2

0

4 )ỹ21 − 1
2 ỹ20w̃0w̃1),

C̃1 = −∂w̃1

∂z (1− z)(βv1ỹ11 + βv2ỹ21)− ∂w̃1

∂N N(b̃(1− N
K )(1− w̃2

0

4 )− m̃1(1− w̃0)−
−m̃2w̃0 − α̃1ỹ10 − α̃2ỹ20)− (m̃1 − m̃2)w̃1(2w̃0 − 1) + α̃2(ỹ20w̃1 − (1− w̃00ỹ10))+

+α̃1(w̃0ỹ11 + w̃1ỹ10)− 1
2 b̃w̃0(1− N

K )(2w̃1 − 3
4 w̃0w̃1),

C1 = C̃1/(
∂w̃0

∂z (1− z)).

∂ỹ11
∂z =

δ ∂A
∂z R2+

∂B
∂z Tv2Th1γ1−( ∂C

∂z (1−z)−C)[δR2
∂ỹ10
∂z +Tv2Th1

∂ỹ20
∂z +Th1(Th2z+1)]

δ(R2(Th1z+1)−R1(Th2z+1)) −

−
C

[
(1−z)(δR2

∂2ỹ10
∂z2

)+Tv2Th1
∂2ỹ20
∂z2

+Th1Th2

]
δ(R2(Th1z+1)−R1(Th2z+1)) − (δAR2+BTv2Th1γ1)(R2Th1−R1Th2)

δ(R2(Th1z+1)−R1(Th2z+1))2 −

− (C(1−z)[δR2
∂ỹ10
∂z +Tv2Th1

∂ỹ20
∂z ]+Th1C(Th2z+1))(R2Th1−R1Th2)

δ(R2(Th1z+1)−R1(Th2z+1))2 ,

∂ỹ21
∂z =

δ ∂B
∂z R1+

∂A
∂z Tv1Th2γ2−( ∂C

∂z (1−z)−C)[δR1
∂ỹ20
∂z +Tv1Th2

∂ỹ10
∂z +Th2(Th1z+1)]

δ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) −

−
C

[
(1−z)(δR1

∂2ỹ20
∂z2

+Tv1Th2
∂2ỹ10
∂z2

)+Th1Th2

]
δ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) − (δBR1+ATv1Th2γ2)(R1Th2−R2Th1)

δ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1))2 −

− (C(1−z)[δR1
∂ỹ20
∂z +Tv1Th2

∂ỹ10
∂z ]−Th2C(Th1z+1))(R1Th2−R2Th1)

δ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1))2 ,
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∂w̃1

∂z =
∂A
∂z Tv1(Th2z+1)+ ∂B

∂z Tv2(Th1z+1)− ∂C
∂z (1−z)[Tv1(Th2z+1)

∂ỹ10
∂z +Tv2(Th1z+1)

∂ỹ20
∂z ]

zδ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) +

+
− ∂C

∂z (Th2z+1)(Th1z+1)+ATv1+BTv2+C(Tv1(Th2z+1)
∂ỹ10
∂z +Tv2(Th1z+1)

∂ỹ20
∂z )+CTh1(Th2z+1)

zδ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) +

+
−C(1−z)

(
Tv1(Th2z+1)

∂2ỹ10
∂z2

+Tv2(Th1z+1)
∂2ỹ20
∂z2

+Tv1Th2
∂ỹ10
∂z +Tv2Th1

∂ỹ20
∂z

)
+CTh2(Th1z+1)

zδ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) +

+ (ATv1(Th2z+1)+BTv2(Th1z+1))(R1(2Th2z+1)−R2(2Th1z+1))
z2δ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1))2 +

+
(−C(1−z)[Tv1(Th2z+1)

∂ỹ10
∂z +Tv2(Th1z+1)

∂ỹ20
∂z ]+C(Th2z+1)(Th1z+1))(R1(2Th2z+1)−R2(2Th1z+1))

z2δ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1))2 .

∂ỹ11
∂N =

δ ∂Ã
∂NR2+

∂B̃
∂N Tv2Th1γ1− ∂C̃

∂N (1−z)[δR2
∂ỹ10
∂z +Tv2Th1

∂ỹ20
∂z ]− ∂C̃

∂N Th1(Th2z+1)

δ(R2(Th1z+1)−R1(Th2z+1)) ,

∂ỹ21
∂N =

δ ∂B̃
∂NR1+

∂Ã
∂N Tv1Th2γ2− ∂C̃

∂N (1−z)[δR1
∂ỹ20
∂z +Tv1Th2

∂ỹ10
∂z ]− ∂C̃

∂N Th2(Th1z+1)

δ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) ,

∂w̃1

∂N =
∂Ã
∂N Tv1(Th2z+1)+ ∂B̃

∂N Tv2(Th1z+1)− ∂C̃
∂N (1−z)[Tv1(Th2z+1)

∂ỹ10
∂z +Tv2(Th1z+1)

∂ỹ20
∂z ]

zδ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) +

+
∂C̃
∂N (Th2z+1)(Th1z+1)

zδ(R1(Th2z+1)−R2(Th1z+1)) ,

∂2ỹ10
∂z2 = 2Th1(R2−R1){[(R1Th2−R2Th1)(R2−1)−(Th2+1)(R2−R1)]+3z(R2−1)(R2Th1−R1Th2)}

(1−z)3(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))3
+

+ 2Th1(R2Th1−R1Th2){−3z2(R2−R1)(R2+Th2)+z
3[R2(R2−R1+Th2−Th1)+Th2(R1Th2−R2Th1)]}

(1−z)3(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))3
,

∂2ỹ20
∂z2 = 2Th2(R2−R1){[(R1Th2−R2Th1)(1−R1)+(Th1+1)(R2−R1)]+3z(1−R1)(R2Th1−R1Th2)}

(1−z)3(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))3
+

+ 2Th2(R2Th1−R1Th2){3z2(R2−R1)(R1+Th1)+z
3[R1(−R2+R1+Th1−Th2)+Th1(R2Th1−R1Th2)]}

(1−z)3(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))3
,

∂2w̃0

∂z2 = 2(R2−R1)
2(Th2+1)(Th1+1)+2(R2Th1−R1Th2)[(Th1+1)(R1−R2)+(1−R2)R1(Th1−Th2)]

(1−z)3(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))3
+

+ 6(R2Th1−R1Th2)[z((R2−R1)(1+Th1)−R1(1−R1)(Th1−Th2))+z
2(R2Th1(1−R1+Th2)−R1Th2]

(1−z)3(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))3
+

+
2(R2Th1−R1Th2)[3z

2R1Th2(R2−Th1)+z
3(R1R2(Th1−Th2)+R2T

2
h1−R1T

2
h2−Th1Th2R1R2+T

2
h2R

2
1)]

(1−z)3(R2−R1+z(R2Th1−R1Th2))3
,

∂A
∂z = −(m̃1 − m̃2)(

∂ỹ10
∂z w̃0 +

∂2w̃0

∂z ỹ10)− α̃1
∂ỹ10
∂z (1− 2ỹ10) + α̃2(ỹ10

∂ỹ20
∂z + ỹ20

∂ỹ10
∂z )+

+b̃(1− N
K )( 12 ỹ10w̃0

∂w̃0

∂z − (1− w̃2
0

4 )∂ỹ10∂z ),
∂B
∂z = −(m̃1 − m̃2)(

∂ỹ20
∂z (w̃0 − 1) + ∂2w̃0

∂z ỹ20)− α̃2
∂ỹ20
∂z (1− 2ỹ20) + α̃1(ỹ10

∂ỹ20
∂z +

+ỹ20
∂ỹ10
∂z ) + b̃(1− N

K )( 12 ỹ20w̃0
∂w̃0

∂z − (1− w̃2
0

4 )∂ỹ20∂z ),
∂C̃
∂z = −b̃(1− N

K )∂w̃0

∂z w̃0(1− 3
4 w̃0) + (m̃1 − m̃2)

∂w̃0

∂z (1− 2w̃0) + α̃1(w̃0
∂ỹ10
∂z + ỹ10

∂w̃0

∂z )−
−α̃2(

∂ỹ20
∂z (1− w̃0)− ∂w̃0

∂z ỹ20),
∂C
∂z = (∂C̃∂z

∂w̃0

∂z − C̃(∂
2w̃0

∂z2 (1− z) + ∂w̃0

∂z ))/(∂w̃0

∂z (1− z))2.

∂A
∂N = b̃

K (1− w̃2
0

4 ),
∂B
∂N = b̃

K (1− w̃2
0

4 ),
∂C̃
∂N = 1

2
b̃
K w̃

2
0(1− w̃0

2 ),
∂C
∂N = ∂C̃

∂N /(
∂w̃0

∂z (1− z))2.

Таким образом, построено первое приближение инвариантного многообразия

y1 = ỹ10 + εỹ11 +O(ε2),
y2 = ỹ20 + εỹ21 +O(ε2),
w = w̃0 + εw̃1 +O(ε2),

(2.10)

движение по которому описывается уравнениями
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dz
dτ = (1− z)(βv1ỹ11 + βv2ỹ21) + ε(1− z)(βv1ỹ12 + βv2ỹ22) +O(ε2),
dN
dτ = N [(1− w̃2

0

4 )b̃(1−N/K)− m̃1(1− w̃0)− m̃2w̃0 − α̃1ỹ10 − α̃2ỹ20]+

+Nε[−1
2 w̃0w̃1b̃(1−N/K) + m̃1w̃1 − m̃2w̃1 − α̃1ỹ11 − α̃2ỹ21] +O(ε2),

(2.11)

где функции ỹ10, ỹ11, ỹ12, ỹ20, ỹ21, ỹ22, w̃0, w̃1 определены в (2.7), (2.8) и (2.9).
Ниже приведены иллюстрации компонент решения задач (2.3), (2.10) и (2.11)

на плоскости (t, z(t)) и (t,N(t)) соответственно при ε = 0, 1 (рис. 2.1) и при ε =
= 0, 01 (рис. 2.2)

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

N(t)

5 10 15 20

t

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

z(t)

0 5 10 15 20

t

Рис. 2.1. Проекции компонент решения задачи (2.3) и задачи (2.10), (2.11)
на плоскости (t, z(t)) и (t,N(t)) соответственно при ε = 0, 1
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Рис. 2.2. Проекции компонент решения задачи (2.3) и задачи (2.10), (2.11)
на плоскости (t, z(t)) и (t,N(t)) соответственно при ε = 0, 01

В итоге произведена редукция динамической модели. В результате получена
упрощенная модель, которая описывает поведение решения пятимерной сингуляр-
но возмущенной системы (2.3).
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PARAMETERIZATION OF SLOW INVARIANT
MANIFOLDS IN THE MODEL OF THE SPREAD

OF MALARIA
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In the paper the Ross Macdonald model of the distribution of malaria is
considered. The order reduction of this model on the basis of parametric slow
invariant manifolds is realized. As a result a simplified model which describes
with a high accuracy the behavior of the solution of the original system is
obtained.
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