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УДК 517.956

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ СО СМЕЩЕНИЯМИ
В ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ

c© 2011 Е.А. Уткина1

Для классического линейного гиперболического уравнения в прямоуголь-
ной характеристической области D рассматривается задача с условиями, свя-
зывающими значения искомой функции на противоположных сторонах гра-
ницы D. Решение осуществляется редукцией к системе уравнений Фредголь-
ма второго рода, разрешимость которой устанавливается на основе метода
априорных оценок при дополнительных условиях на коэффициенты уравне-
ния.

Ключевые слова: задача со смещениями, гиперболические уравнения, урав-
нения Фредгольма.

1. Предварительные сведения

Задачи со смещениями в граничных условиях, называемых еще нелокальными,
являются в последние десятилетия для различных уравнений в частных производ-
ных предметом интенсивного изучения в работах многих авторов (см., например
[1–8] и др.).

В статье [9] для уравнения

L (u) = uxy + a10ux + a01uy + a00u = f (x, y) (1)

в характеристическом прямоугольнике D = {x0 < x < x1, y0 < y < y1} рассмотре-
на задача об отыскании решения по условиям, связывающим значения искомой
функции в 12 переменных точках, лежащих на границе и внутри D. В частно-
сти, указаны условия, обеспечивающие возможность редукции задачи к системе
нагруженных уравнений Фредгольма, но сами эти интегральные уравнения не ис-
следуются.

2. Основные результаты

В настоящей статье речь идет о частном случае из [9] для четырех граничных
точек, когда удается получить условия однозначной разрешимости рассматривае-
мой задачи.
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Задача: Найти функцию u (x, y) ∈ C1,1 (D) ∩ C0,0
(
D
)

такую, что
x1∫
x0

y1∫
y0

ux (x, y)uy (x, y) = 0 , являющуюся в области D решением уравнения (1) и

удовлетворяющую условиям

u (x0, y) + α1 (y)u (x1, y) = ϕ1 (y) , u (x, y0) + β1 (x)u (x, y1) = ψ1 (x) . (2)

Считаем, что коэффициенты уравнения (1) принадлежат классам
aij ∈ Ci,j

(
D
)
, f ∈ C0,0

(
D
)
, где Ci,j — класс функций, непрерывных в D

вместе с их производными ∂r1+r2/∂xr11 ∂x
r2
2 (r1 = 0, ...,i, r2 = 0, ...,j).

Здесь предлагается способ получения условий, обеспечивающих однозначную
разрешимость данной задачи. При этом задача редуцируется к уравнениям Фред-
гольма, однозначная разрешимость которых выводится из доказываемой на основе
априорных оценок теоремы единственности.

1. Сначала запишем решение задачи с условиями

u(x0, y) = ϕ0(y), u(x, y0) = ψ0(x). (3)

Соотношения (3) представляют собой граничные значения Гурса, решение которой
хорошо известно [10–12] и др. Мы будем использовать формулу (1.20) из [12]:

u(x, y) = R(x, y0, x, y)ψ0 (x) +R (x0, y, x, y)ϕ0 (y)−R (x0, y0, x, y)ψ0 (x0) +

+
x∫
x0

(
b (α, y0)R (α, y0, x, y)− ∂

∂αR (α, y0, x, y)
)
ψ0 (α) dα+

+
y∫
y0

(
a (x0, β)R (x0, β, x, y)− ∂

∂βR (x0, β, x, y)
)
ϕ0 (β) dβ+

+
x∫
x0

y∫
y0

R (α, β, x, y) f (α, β) dβdα,

(4)

где R — функция Римана.
Далее мы считаем (4) общим представлением искомого решения через ϕ0, ψ0.

Подставляя в (4) аргументы точек (x, y1), (x1, y) и учитывая известные значения
(2), приходим к системе интегральных уравнений, в которой искомыми функци-
ями являются ϕ0, ψ0:

ψ1(x)
β1(x)

= (R (x, y0, x, y1) + 1
β1(x)

)ψ0 (x) + R(x0,y0,x,y1)
β1(x0)

ψ1 (x0) +

+(−R(x0,y1,x,y1)
β1(x0)

−R (x0, y0, x, y1))ψ0 (x0) +

+
x∫
x0

(
b (α, y0)R (α, y0, x, y1)− ∂

∂αR (α, y0, x, y1)
)
ψ0 (α) dα+

+
y1∫
y0

(
a (x0, β)R (x0, β, x, y1)− ∂

∂βR (x0, β, x, y1)
)
ϕ0 (β) dβ+

+
x∫
x0

y1∫
y0

R (α, β, x, y1) f (α, β) dβdα,

(5)

ϕ1(y)
α1(y)

= (R (x0, y, x1, y) + 1
α1(y)

)ϕ0 (y) +R (x1, y0, x1, y)
ϕ1(y0)
α1(y0)

+

+(−R(x1,y0,x1,y)
α1(y0)

−R (x0, y0, x1, y))ψ0 (x0) +

+
x1∫
x0

(
b (α, y0)R (α, y0, x1, y)− ∂

∂αR (α, y0, x1, y)
)
ψ0 (α) dα+

+
y∫
y0

(
a (x0, β)R (x0, β, x1, y)− ∂

∂βR (x0, β, x1, y)
)
ϕ0 (β) dβ+

+
x1∫
x0

y∫
y0

R (α, β, x1, y) f (α, β) dβdα,
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ψ0 (x0) = 1

( 1
α1(y0)β1(x1)+

R(x1,y0,x1,y1)
α1(y0) +

R(x0,y1,x1,y1)
β1(x0) +R(x0,y0,x1,y1))

(−ψ1(x1)
β1(x1)

+

+(R (x1, y0, x1, y1) + 1
β1(x1)

)ϕ1(y0)
α1(y0)

+R (x0, y1, x1, y1)ψ1 (x0) +

+
x1∫
x0

(
b (α, y0)R (α, y0, x1, y1)− ∂

∂αR (α, y0, x1, y1)
)
ψ0 (α) dα+

+
y1∫
y0

(
a (x0, β)R (x0, β, x1, y1)− ∂

∂βR (x0, β, x1, y1)
)
ϕ0 (β) dβ+

+
x1∫
x0

y1∫
y0

R (α, β, x1, y1) f (α, β) dβdα).

Таким образом, для нахождения каждой из функций ϕ0, ψ0 получим уравне-
ния фредгольмовского типа. Здесь требуем, естественно, неравенства нулю выра-

жения 1
α1(y0)β1(x1)

+
exp

y1∫
y0

a10(x1,y)dy

α1(y0)
+

exp
x1∫
x0

a01(x,y1)dx

β1(x0)
+R (x0, y0, x1, y1).

2. Теперь займемся доказательством единственности решения задачи (1), (2).
Для этого проверим, что при однородных условиях (2) однородное уравнение (1)
имеет только нулевое решение. Доказательство осуществляем методом априорной
оценки с помощью энергетического неравенства [13].

Воспользовавшись понятиями скалярного произведения и нормы в простран-

стве L2 [x0, x1] × [y0, y1] (u, v) =
x1∫
x0

y1∫
y0

u (x, y) v (x, y) dydx, ‖u‖2 =
x1∫
x0

y1∫
y0

u2 (x, y) dydx,

вычислим скалярное произведение

(L (u) , u) = (uxy + a10ux + a01uy + a00u, u) =

=
x1∫
0

y1∫
0

(uxyu+ a10uxu+ a01uyu+ a00uu) (x, y) dydx.

Далее проинтегрируем выражение по частям и выпишем значения получив-
шихся в результате преобразований слагаемых:

(uxy, u) = u2(x1,y1)
2

(
1− α2

1(y1)− β2
1(x1) + β2

1(x0)α
2
1(y1)+β

2
1(x1)α

2
1(y0)

2

)
−

−
x1∫
x0

y1∫
y0

(uxuy)(x, y)dydx;

(uxa10, u) = 1
2 (
y1∫
y0

(a10 (x1, y)− a10 (x0, y)α2
1 (y))u2 (x1, y) dy−

−
x1∫
x0

y1∫
y0

a10xu
2dydx);

(uya01, u) = 1
2 (
x1∫
x0

(a01 (x, y1)− a01 (x, y0)β2
1 (x))u2 (x, y1) dx−

−
x1∫
x0

y1∫
y0

a01yu
2dydx); (ua00, u) =

x1∫
0

y1∫
0

a00 (x, y)u2(x, y)dydx.

Тогда
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(L(u), u) = u2(x1,y1)
2

(
1− α2

1(y1)− β2
1(x1) + β2

1(x0)α
2
1(y1)+β

2
1(x1)α

2
1(y0)

2

)
−

−
x1∫
x0

y1∫
y0

(uxuy)(x, y)dydx+ 1
2 (
y1∫
y0

(a10 (x1, y)− a10 (x0, y)α2
1 (y))u2 (x1, y) dy)+

+ 1
2 (
x1∫
x0

(a01 (x, y1)− a01 (x, y0)β2
1 (x))u2 (x, y1) dx)+

+
x1∫
0

y1∫
0

(−a10x
2 − a01y

2 + a00) (x, y)u2(x, y)dydx.

Так как функции aij (x, y) являются непрерывными на компакте, то они до-
стигают своих точных верхних и точных нижних граней. Введем обозначения

sup
(x,y)∈D

aij (x, y) = saij , inf
(x,y)∈D

aij (x, y) = iaij , а если фиксируем одну перемен-

ную − inf
x∈[x0,x1]

aij (x, y) = ixaij (x, y) , inf
y∈[y0,y1]

aij (x, y) = iyaij (x, y) . Получаем
оценку

(L(u), u) > u2(x1,y1)
2

(
1− α2

1(y1)− β2
1(x1) + β2

1(x0)α
2
1(y1)+β

2
1(x1)α

2
1(y0)

2

)
−

−
x1∫
x0

y1∫
y0

(uxuy)(x, y)dydx+

+ 1
2 iy(a10 (x1, y)− a10 (x0, y)α2

1 (y))
y1∫
y0

u2 (x1, y) dy+

+ 1
2 ix(a01 (x, y1)− a01 (x, y0)β2

1 (x))
x1∫
x0

u2 (x, y1) dx+ i(−a10x
2 −

−a01y
2 + a00)

x1∫
0

y1∫
0

u2(x, y)dydx.

При этом
(L (u) , u) = (f, u) .

Обозначим A1 = 1− α2
1(y1)− β2

1(x1) + β2
1(x0)α

2
1(y1)+β

2
1(x1)α

2
1(y0)

2 ,

A2 = iy(a10 (x1, y)− a10 (x0, y)α2
1 (y)), A3 = ix(a01 (x, y1)− a01 (x, y0)β2

1 (x)),

A4 = i(−a10x

2
− a01y

2
+ a00).

Потребуем неотрицательности коэффициентов Ak, k = 1, 3 и положительно-
сти A4. Полагаем теперь f ≡ 0, получим, что функция u может быть только
нулевой.

При f ≡ 0, ϕ1 ≡ ψ1 ≡ 0 система уравнений (5) является тоже однородной. В си-
лу доказанной единственности решения задачи эта система допускает в данном
случае только нулевое решение. По теореме Фредгольма [14] это означает одно-
значную разрешимость неоднородной системы уравнений (5). Единственность ре-
шения исходной задачи доказана независимо от системы уравнений Фредгольма.
Это использовано затем для доказательства единственности решения упомянутой
системы, где неизвестными являются данные Гурса. Они в свою очередь позво-
ляют записать решение исходной задачи. Поскольку решение системы уравнений
единственно, это означает единственность решения исходной задачи.

Таким образом, имеет место
Теорема. Если коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют неравенствам

Ak > 0(k = 1, 3), A4 > 0, то задача (1), (2) имеет единственное решение.
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Отметим, что все условия теоремы являются существенными. Подтверждением
тому служат примеры.

1. Уравнение uxy − thy · ux = 0 в области D = (−1, 1) × (−1, 1) с условиями
u (−1, y) = u (1, y) и u (x,−1) = u (x, 1). В нем A4 = a10x = 0. Решением, в чем
можно убедиться непосредственно, является u (x, y) = 4chx ·chy, отличная от тож-
дественного нуля в области D.

2. Уравнение uxy+u = 0 в области D = (−π, π)×(−π, π) с условиями u (−π, y) =
= u (π, y) и u (x,−π) = u (x, π). В обсуждаемом уравнении коэффициент a00 > 0,
и условия на все остальные коэффициенты, перечисленные в теореме, выполне-
ны. Решением этой задачи является функция u (x, y) = sin(x + y), отличная от
тождественного нуля в области D, а для нее (ux, uy) = 2π2 6= 0, что показывает
существенность указанного условия.

3. Уравнение uxy+(x+1)(y−π)2uy = 0 в области D = (0, π)×(0, π) с условиями
u (0, y)+yu (π, y) = 0, u (x, 0)+u (x, π) = 0. Здесь a01 = (x+1)(y−π)2 и для него A3 =
= ix(a01 (x, π)−a01 (x, 0)) < 0 и A1 = 1−α2

1(π)−1+ α2
1(π)+α2

1(0)
2 = −π

2

2 < 0. Решением,
в чем можно убедиться непосредственно, является u (x, y) = sinx, отличная от
тождественного нуля в области D.

Еще один пример можно получить, если поменять в примере 3 ролями пере-
менные x и y. Этим мы покажем существенность положительности A2 и A1 для
единственности решения.
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A problem with conditions relating to the values of an unknown function
on the opposite sides of a rectangular characteristiс domain D for a linear
hyperbolic equations is considered. This problem is reduced to the system of
Fredholm equations of the second kind. The proof of solvability is based on the
a priori estimates of additional conditions on the coefficients of the equation.
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