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ВЕКТОРНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ
С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ И ЕГО

ПРИМЕНЕНИЕ В ТЕОРИИ УПРУГОСТИ

c© 2011 А.А. Малышев, О.Э. Яремко1

В работе описан метод векторного преобразования Фурье с разрывными
коэффициентами. Техника применения указанного метода к решению задач
математической физики в случае неоднородных сред подробно проиллюстри-
рована на примере динамической задачи теории упругости.

Ключевые слова: преобразование Фурье, теория упругости, векторная зада-
ча Штурма – Лиувилля.

1. Предварительные сведения
В предлагаемой работе используется метод векторных интегральных преобра-

зований Фурье. Данный метод широко используется в различных отраслях нау-
ки: математическая физика, комбинаторика, теория сигналов и многих других.
При использовании метода векторных интегральных преобразований Фурье, диф-
ференциальные уравнения и граничные условия задачи переводятся в уравнения
и условия для трансформант, после нахождения которых искомое решение да-
ется формулой обращения для рассматриваемого интегрального преобразования.
Метод векторных интегральных преобразований Фурье эквивалентен методу соб-
ственных вектор-функций, предложенному А.Ф. Улитко [1], но вместе с тем он мо-
жет успешно применяться к решению задач теории упругости в кусочно-однород-
ных средах. Более детальное изучение теории интегральных преобразований Фу-
рье с кусочно-постоянными коэффициентами в скалярном случае было осуществ-
лено Я.С. Уфляндом [2; 3], Л.С. Найда [4], В.С. Проценко [5; 6], М.П. Ленюком
[7–9]. Векторный вариант метода разработан О.Э. Яремко [10; 11].

Построенный метод используется для решения динамических задач теории
упругости. Цель теории упругости — составление и решение уравнений, позволя-
ющих определить деформацию данного тела при различных нагрузках и возника-
ющих при этом напряжений. Подобными являются задачи об определении дефор-
маций и напряжений в деталях различных конструкций. К динамическим задачам
теории упругости относятся вопросы, касающиеся изучения распространения ко-
лебаний в упругих средах. Искомые величины являются функциями координат
и времени. К этому типу относятся задачи о колебаниях конструкций и соору-
жений, а также задачи о распространении упругих волн. Наиболее актуальными
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являются динамические задачи теории упругости для неоднородных тел. В этом
случае коэффициенты Ламе являются функциями координат, определяющими по-
ле упругих свойств тела. Метод векторных интегральных преобразований Фурье
относится к аналитическим методам решения задач теории упругости. Обширный
список работ по использованию интегральных преобразований в задачах теории
упругости приведен в монографии Я.С. Уфлянда [2].

2. Векторные преобразования Фурье с разрывными
коэффициентами

Рассмотрим векторную задачу Штурма – Лиувилля [12] о конструкции ограни-
ченного на множестве I+

n нетривиального решения сепаратной системы линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений с постоянными матричными коэф-
фициентами(

A2
m

d2

dx2
+ λ2E + Γ2

m

)
ym = 0, q2

m = λ2E + Γ2
m, m = 1, n+ 1 (1)

по краевым условиям((
α0

11 + λ2δ0
11

) d

dx
+
(
β0

11 + λ2γ0
11

))
y1

∣∣∣∣
x=l0

= 0, ‖yn+1‖ |x=∞ < ∞ (2)

и условиям контакта в точках сопряжения интервалов((
αkj1 + λ2δkj1

) d

dx
+
(
βkj1 + λ2γkj1

))
yk =

((
αkj2 + λ2δkj2

) d

dx
+
(
βkj2 + λ2γkj2

))
yk+1,

(3)
x = lk, k = 1, n, j = 1, 2.

где

ym (x, λ) =

 y1m (x, λ)
...
yrm (x, λ)

 , ‖ym‖ =
√
y2

1m + ...+ y2
rm,m = 1, n+ 1.

Пусть при некотором λ рассматриваемая краевая задача имеет нетривиальное ре-
шение

y (x, λ) =
n∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) yk (x, λ) + θ (x− ln) yn+1 (x, λ).

В этом случае число λ называется собственным значением, а соответствующее
решение y (x, λ) — собственной вектор-функцией. Здесь

α0
11, β0

11, γ0
11, δ0

11, αkj1, βkj1, γkj1, δkj1, αkj2, βkj2, γkj2, δkj2, Aj —
(j = 1, 2;m = 1, n+ 1; k = 1, n) матрицы размера r × r;

для матриц

Mmk ≡
(
βk1m + λ2γk1m αk1m + λ2δk1m
βk2m + λ2γk2m αk2m + λ2δk2m

)
, m = 1, 2; k = 1, n

потребуем их невырожденность, т. е.

det Mmk 6= 0, λ ∈ [0,∞ ) .
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Матрицы A2
m и Γ2

m,m = 1, n+ 1 — положительно-определенные [13]. Обозна-
чим Φn+1 (x) = eqn+1xi; Ψn+1 (x) = e−qn+1xi; q2

n+1 = A−2
n+1

(
λ2E + Γ2

)
. Индукци-

онными соотношениями определим остальные n пар матричнозначных функций
(Φk,Ψk) , k = 1, n :[(

αkj1 + λ2δkj1
)
d
dx +

(
βkj1 + λ2γkj1

)]
(Φk,Ψk) =

=
[(
αkj2 + λ2δkj2

)
d
dx +

(
βkj2 + λ2γkj2

)]
(Φk+1,Ψk+1) , k = 1, n, j = 1, 2.

Введем также обозначения
0

Φ
1

(λ) =
[(
α0

11 + λ2δ0
11

) d

dx
+
(
β0

11 + λ2γ0
11

)]
Φ1 (x, λ)

∣∣∣∣
x=l0

,

0

Ψ
1

(λ) =
[(
α0

11 + λ2δ0
11

) d

dx
+
(
β0

11 + λ2γ0
11

)]
Ψ1 (x, λ)

∣∣∣∣
x=l0

,

Ωk =
(

Φk Ψk

Φ/k Ψ/
k

)
, i = 1, n+ 1.

Теорема 1. Спектр задачи (1)–(3) непрерывен и заполняет всю полуось (0,∞).
Задача Штурма – Лиувилля r раз вырождена, т. е. каждому собственному значе-
нию λ соответствует ровно r линейно независимых собственных вектор-функций,
в качестве последних можно взять r столбцов матричнозначной функции

u (x, λ) =
n∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) uk (x, λ) + θ (x− ln) un+1 (x, λ),

uj (x, λ) = Φj (x, λ)
0

Φ−1
1 (λ)−Ψj (x, λ)

0

Ψ−1
1 (λ) .

т. е.

ym (x, λ) =

 u1m (x, λ)
...
urm (x, λ)

 .

Двойственная задача Штурма – Лиувилля состоит в нахождении нетривиального
решения сепаратной системы линейных обыкновенных дифференциальных урав-
нений с постоянными матричными коэффициентами(

A2
m

d2

dx2
+ λ2E + Γ2

m

)
ym = 0, q2

m = λ2E + Γ2
m, m = 1, n+ 1 (4)

по краевым условиям(
d

dx
y∗1
(
β0

11 + λ2γ0
11

)−1
+ y∗1

(
α0

11 + λ2δ0
11

)−1
) ∣∣∣∣

x=l0

= 0,
∥∥y∗n+1

∥∥ < ∞, (5)

и условиям контакта в точках сопряжения интервалов:(
− d

dx
y∗k, y

∗
k

)(
βk11 + λ2γk11 αk11 + λ2δk11

βk21 + λ2γk21 αk21 + λ2δk21

)−1

=

=
(
− d

dx
y∗k+1, y

∗
k+1

)(
βk12 + λ2γk12 αk12 + λ2δk12

βk22 + λ2γk22 αk22 + λ2δk22

)−1

, x = lk, k = 1, n. (6)

Решение рассматриваемой краевой задачи будем записывать в виде

y∗ (ξ, λ) =
n∑
k=2

θ (ξ − lk−1) θ (lk − ξ) y∗k (ξ, λ) + θ (l1 − ξ) y∗1 (ξ, λ) + θ (ξ − ln) y∗n+1 (ξ, λ),
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y∗m (ξ, λ) =
(
y∗m1 (ξ, λ) · · · y∗mr (ξ, λ)

)
,

‖y∗m‖ =
√

(y∗1m)2 + ...+ (y∗rm)2
,m = 1, n+ 1.

Теорема 2. Спектр задачи (4)–(6) непрерывен и заполняет полуось (0,∞).
Задача Штурма – Лиувилля r раз вырождена, т. е. каждому собственному значе-
нию λ соответствует ровно r линейно независимых собственных строк-функций,
в качестве последних можно взять r строк матричнозначной функции

u∗ (x, λ) =
n∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) u∗k (x, λ) + θ (x− ln) u∗n+1 (x, λ),

u∗j (x, β) =
(

0

Φ
1

(β) ,
0

Ψ
1

(β)
)

Ω−1
j (x, β)

(
0
E

)
A−2
j ,

т. е.
y∗j (ξ, λ) =

(
u∗j1 (ξ, λ) · · · u∗jr (ξ, λ)

)
, j = 1, r.

Наличие спектральной функции u (x, λ) и сопряженной спектральной функции
u∗ (x, λ) позволяет написать на множестве I+

n векторную теорему разложения.
Теорема 3. Пусть вектор-функция f(x) определена на I+

n , непрерывна, абсо-
лютно интегрируема и имеет ограниченную вариацию. Тогда для каждого x ∈ I+

n

справедлива формула разложения

f (x) = − 1
πj

∞∫
0

u (x, λ) (

∞∫
l0

u∗ (ξ, λ) f (ξ) dξ+

+
(
γ0

11f1 (l0) + δ0
11f
′
1 (l0)

)
+

n∑
k=1

(
0
ϕ
1

(λ) ,
0

ψ
1

(λ)
)

Ω−1
k (lk, λ) M−1

k1 (λ)×

×
{(

γk21 δk21

γk22 δk22

) (
fk+1 (lk)
f ′k+1 (lk)

)
−
(
γk11 δk11

γk12 δk12

) (
fk (lk)
f ′k (lk)

)}
)λdλ.

Установленные теоремы разложения позволяют ввести прямое Fn+ и обратное
F−1
n+ матричные интегральные преобразования Фурье на действительной полуоси

с n точками сопряжения:

Fn+ [f ] (λ) =

∞∫
l0

u∗ (ξ, λ) f (ξ) dξ+ +
(
γ0

11f1 (l0) + δ0
11f

/
1 (l0)

)
+

+
n∑
k=1

(
0
ϕ
1

(λ) ,
0

ψ
1

(λ)
)

Ω−1
k (lk, λ) M−1

k1 (λ)×

×
{(

γk21 δk21

γk22 δk22

) (
fk+1 (lk)
f
/
k+1 (lk)

)
−
(
γk11 δk11

γk12 δk12

) (
fk (lk)
f
/
k (lk)

)}
≡ f̃ (λ) , (7)

F−1
n+

[
f̃
]

(x) = − 1
πj

∞∫
0

λu (x, λ) f̃ (λ) dλ ≡ f (x) , (8)

где

f (x) =
n∑
k=1

θ (lk − x) θ (x− lk−1) fk (x) + θ (x− ln) fn+1 (x).
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С целью применения полученных интегральных формул для решения рассмат-
риваемой задачи теории упругости приведем основное тождество интегрального
преобразования дифференциального оператора

B =
n∑
j=1

θ (x− lj−1) θ (lj − x)
(
A2
j

d2

dx2
+ Γ2

j

)
+ θ (x− ln)

(
A2
n+1

d2

dx2
+ Γ2

n+1

)
.

Теорема 4. Если вектор-функция

f (x) =
n∑
k=1

θ (x− lk−1) θ (lk − x) fk (x) + θ (x− ln) fn+1 (x),

трижды непрерывно дифференцируемая на множестве I+
n , обладающая вместе со

своими производными до третьего порядка включительно предельными значени-
ями

f
(m)
k (lk−1) = lim

x→lk−1+0
f

(m)
k (x) , m = 0, 1, 2, 3; k = 1, n+ 1,

удовлетворяет краевому условию на бесконечности

lim
x→∞

(
u∗ (x, λ)

d

dx
f (x)− d

dx
u∗ (x, λ) f (x)

)
= 0,

то имеет место основное тождество интегрального преобразования дифференци-
ального оператора B

Fn+ [B (f)] (λ) = −λ2f̃ (λ)−
{(
β0

11f1 (l0) + α0
11f

/
1 (l0)

)
−

−
(
γ0

11A
2
1f
//
1 (l0) + δ0

11A
2
1f
///
1 (l0)

)}
−

n∑
k=1

(
0
ϕ
1
,

0

ψ
1

)
Ω−1
k (lk, λ) M−1

k1 (λ)×

×

{((
βk21 αk21

βk22 αk22

) (
fk+1 (lk)
f
/
k+1 (lk)

)
−
(
γk21 δk21

γk22 δk22

)(
A2
k+1f

//
k+1 (lk)

A2
k+1f

///
k+1 (lk)

))
−

−
((

βk11 αk11

βk12 αk12

) (
fk (lk)
f
/
k (lk)

)
−
(
γk11 δk11

γk12 δk12

) (
A2
kf

//
k (lk)

A2
kf

///
k (lk)

))}
. (9)

Доказательство теорем 1–4 проводится аналогично представленному в работе [11].

3. Динамические задачи теории упругости

Рассмотрим задачу о распределении напряжений в полубесконечном n +

+ 1-слойном упругом теле I+
n × R = {(x, y) : x ∈ I+

n , y ∈ R}, где I+
n =

n+1
∪
i=1

(li−1, li).
В случае плоской деформации вектор смещения ui имеет компоненты ui, vi, 0. Ес-
ли согласно [14] ввести две функции напряжения ϕi (x, y, t) и ψi (x, y, t), опреде-
ляемые соотношениями

ui =
∂ϕi
∂x

+
∂ψi
∂y

, vi =
∂ϕi
∂y
− ∂ψi

∂x
, (10)

то выражения для компонент напряжения принимают вид [15]

σix = λi∆ϕi + 2µi

(
∂2ϕi
∂x2

+
∂2ψi
∂x∂y

)
, σiy = λi∆ϕi + 2µi

(
∂2ϕi
∂y2

− ∂2ψi
∂x∂y

)
,
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τixy = µi

(
2
∂2ϕi
∂x∂y

− ∂2ψi
∂x2

+
∂2ψi
∂y2

)
, (11)

где λi, µi — упругие постоянные Ламе [16]. При этом уравнения движения будут
удовлетворяться, если функции напряжений ϕi и ψi выбрать в виде решений си-
стемы волновых уравнений:

∂2ϕi
∂t2

= c21i∆ϕi,
∂2ψi
∂t2

= c22i∆ψi t > 0,−∞ < y <∞, li−1 < x < li (12)

с нулевыми начальными условиями

ϕi (x, y, 0) = 0, ψi (x, y, 0) = 0,
∂ϕi (x, y, 0)

∂t
= 0,

∂ψi (x, y, 0)
∂t

= 0.

На границе тела прилагается изменяющееся со временем давление p (y, t). Если
считать, что касательное напряжение равно нулю, то граничные условия прини-
мают вид

σ1x = −p (y, t) , τ1xy = 0 при x = 0.
Считая непрерывными компоненты вектора смещения ui и компоненты тензора

напряжений σix, τixy, приходим к следующим внутренним граничным условиям,
т. н. условиям сопряжения [16; 17]

ui = ui+1, vi = vi+1, σix = σi+1x, τixy = τi+1xy, x = li.

Для решения задачи (10)–(12) применим по переменной y преобразование Фурье
[18], а по переменной x векторное интегральные преобразование Фурье с разрыв-
ными коэффициентами из п.1. В образах Фурье по переменной y задача (10)–(12)
примет вид системы уравнений

∂2ϕ̄i
∂t2

= c21i
∂2ϕ̄i
∂x2

− c21iξ2ϕ̄i
∂2ψ̄i
∂t2

= c22i
∂2ψ̄i
∂x2

− c22iξ2ψ̄i t > 0, li−1 < x < li (13)

с начальными условиями

ϕ̄i (x, y, 0) = 0, ψ̄i (x, y, 0) = 0,
∂ϕ̄i (x, y, 0)

∂t
= 0,

∂ψ̄i (x, y, 0)
∂t

= 0, (14)

где ϕ̄i, ψ̄i — изображения Фурье по переменной y функций напряжения

ϕ̄i =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ϕi (x, y, t) ejξydy, ψ̄i =
1√
2π

∫ ∞
−∞

ψi (x, y, t) ejξydy

с граничными условиями
σ1x = λ1

∂2ϕ̄1
∂x2 − λ1ξ

2ϕ̄1 + 2µ1

(
∂2ϕ̄1
∂x2 + jξ ∂ψ̄1

∂x

)
= −p̄ (ξ, t) при x = 0,

τ̄1xy = µ1

(
2jξ

∂ϕ̄1

∂x
− ∂2ψ̄1

∂x2
− ξ2ψ̄1

)
= 0, x = 0, (15)

с внутренними условиями сопряжения
∂ϕ̄i

∂x + jξψ̄i = ∂ϕ̄i+1
∂x + jξψ̄i+1, jξϕ̄i − ∂ψ̄i

∂x = jξϕ̄i+1 − ∂ψ̄i+1
∂x при x = li

λi
∂2ϕ̄i
∂x2

− λiξ2ϕ̄i + 2µi

(
∂2ϕ̄i
∂x2

+ jξ
∂ψ̄i
∂x

)
=

= λi+1
∂2ϕ̄i+1

∂x2
− λi+1ξ

2ϕ̄i+1 + 2µi+1

(
∂2ϕ̄i+1

∂x2
+ jξ

∂ψ̄i+1

∂x

)
при x = li
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µi

(
2jξ

∂ϕ̄i
∂x
− ∂2ψ̄i

∂x2
− ξ2ψ̄i

)
= µi+1

(
2jξ

∂ϕ̄i+1

∂x
− ∂2ψ̄i+1

∂x2
− ξ2ψ̄i+1

)
x = li. (16)

Обозначим c = max
i
{c1i, c2i}.

Применим к задаче (13)–(16) векторное интегральное преобразование Фурье с
разрывными коэффициентами, определенное формулами (7)–(8). Положим в си-
стеме уравнений (1)

r = 2, A2
i =

(
c2i1 0
0 c2i2

)
, Γ2

i =
( (

c2 − c2i1
)
ξ2 0

0
(
c2 − c2i2

)
ξ2

)
,

в краевых условиях (2) будем считать

α0
11 =

(
0 2jµ1ξ
2jµ1ξ 0

)
,

β0
11 = −

(
λ1 + 2µ1 0
0 −µ1

)
A−2

1 Γ2
1 −

(
λ1ξ

2 0
0 µ1ξ

2

)
,

γ0
11 = −

(
λ1 + 2µ1 0
0 −µ1

)
A−2

1 , δ0
11 =

(
0 0
0 0

)
,

в условиях сопряжения (3) положим

αk11 =
(

0 2jµkξ
2jµkξ 0

)
,

βk11 = −
(
λk + 2µk 0
0 −µk

)
A−2
k Γ2

k −
(
λkξ

2 0
0 µkξ

2

)
,

γk11 = −
(
λk + 2µk 0
0 −µk

)
A−2
k , δk11 =

(
0 0
0 0

)
,

αk12 =
(

0 2jµk+1ξ
2jµk+1ξ 0

)
,

βk12 = −
(
λk+1 + 2µk+1 0
0 −µk+1

)
A−2
k+1Γ2

k+1 −
(
λk+1ξ

2 0
0 µk+1ξ

2

)
,

γk12 = −
(
λk+1 + 2µk+1 0
0 −µk+1

)
A−2
k+1, δk12 =

(
0 0
0 0

)
,

αk2i =
(

1 0
0 −1

)
, βk2i =

(
0 jξ
jξ 0

)
, γk2i =

(
0 0
0 0

)
, δk2i =

(
0 0
0 0

)
, i = 1, 2.

Переходя к образам Фурье по переменной x и учитывая тождество (9), запишем
задачу (13)–(16) в виде

d2

dt2

( ˜̄ϕ
˜̄ψ

)
= −c2ξ2

( ˜̄ϕ
˜̄ψ

)
− η2

( ˜̄ϕ
˜̄ψ

)
+
(
p̄ (ξ, t)
0

)
, (17)

( ˜̄ϕ
˜̄ψ

)
(ξ, η, 0) = 0,

d

dt

( ˜̄ϕ
˜̄ψ

)
(ξ, η, 0) = 0, (18)

здесь принято обозначение( ˜̄ϕ
˜̄ψ

)
(η, ξ) = Fn+

(
ϕ̄
ψ̄

)
(η) ,
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(
ϕ
ψ

)
=

n∑
k=1

θ (lk − x) θ (x− lk−1)
(
ϕk
ψk

)
+ θ (x− ln)

(
ϕk
ψk

)
.

Приведем решение задачи (15),(16)( ˜̄ϕ
˜̄ψ

)
(η, ξ, t) =

∫ t

0

sin
(√

c2ξ2 + η2 (t− τ)
)

√
c2ξ2 + η2

(
p̄ (ξ, τ)
0

)
dτ.

Возвращаясь к оригиналам по переменной y, получим(
ϕ̃

ψ̃

)
(η, y, t) =

√
π

2

∫ t

0

∫ y+c(t−τ)

y−c(t−τ)

J0

η
√

(t− τ)2 − (y − s)2

c2

( p (s, τ)
0

)
dsdτ,

где J0 — функция Бесселя [19]. Применив в заключение обратное интегральное
преобразование Фурье F−1

n+ из (8), найдем функции напряжений(
ϕi
ψi

)
(x, y, t) =

= − 1
j
√

2π

∫ t

0

∫ y+c(t−τ)

y−c(t−τ)

Hi

x,
√

(t− τ)2 − (y − s)2

c2

( p (s, τ)
0

)
dsdτ, (19)

где

Hi (x, z) =
∫ ∞

0

ηui (x, η) J0 (ηz) dη.

Наличие выражений (17) для функций напряжения позволяет по формулам
(10),(11) найти компоненты вектора перемещений ui, vi, 0 и компоненты тензора
напряжений σix, σiy, τixy.
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The article deals with the description of the method of Fourier vector trans-
formation with discontinuous coefficients. The dynamics of the theory of elas-
ticity illustrates the technique of method in solving problems of mathematical
physics of heterogeneous media.
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