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Любой производственный процесс, в котором производится некоторая продукция и
затрачивается определенное количество ресурсов, изменяется под влиянием внешних и
внутренних воздействий. Эти воздействия изменяют параметры выпуска продукции и из-
держек производства, оказывают влияние на формирование прибыли и на рентабельность
предприятия [1–6]. Для установления количественной оценки таких изменений в эконо-
мической теории широко используются методы математического моделирования [7–12].

В данной статье предложен континуальный подход описания соотношений между
факторами производства и параметрами производственного процесса. Эти соотноше-
ния могут быть использованы для установления оптимального состояния промышлен-
ного производства методами математической физики. С этой целью вводится понятие
непрерывного пространства производственных факторов, рассматриваются величины,
описывающие изменения структуры выпуска продукции, прибыли и издержек.

1. Тензор роста факторов производства

Производство любой продукции промышленным предприятием требует опре-
деленных затрат ресурсов. В самом общем случае эти ресурсы представляют собой
трехмерный вектор объемов факторов производства
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( )MLK ,,=Q .

Здесь ( )max0 KK ≤≤  – капитал (производственные фонды), ( )max0 LL ≤≤  – тру-

довые ресурсы, ( )max0 MM ≤≤  – материал и технологии. Эти величины выража-

ются в денежной форме. Однако для математического моделирования конфигура-
цию используемых ресурсов удобно задавать в виде безразмерного вектора

( )321 ,, qqq=q .

Здесь

( )1 2 3 0 1i
max max max

K L Mq ,q ,q q
K L M

= = = ≤ ≤ .

Очевидно, что радиус-вектор ( )321 ,, qqq=q  определяет положение некоторой

точки ( )321 ,, qqqM =  трехмерного пространства 3R . Множество всех таких точек

пространства образует некоторую область в декартовой системе координат ( )321 ,, qqq .
Таким образом, конфигурация факторов  производства промышленного предпри-
ятия трактуется как математический континуум, и его близкие точки переходят
после изменений также в близкие точки.

Если в некоторый начальный момент времени производство занимает в ресур-

сном евклидовом пространстве 3R  некоторую область с объемом V , ограничен-
ную поверхностью G , то в некоторый текущий момент времени изменившееся
производство будет занимать в этом пространстве новую область с объемом V ′,
ограниченную поверхностью G′ .

Точка ( )321 ,, qqqM =  области V  переместится в точку ( )321 ,, hhhM ′  области V ′,

положение которой описывается в той же самой системе координат ( )321 ,, qqq .

Соответствие между векторами ( )321 ,, qqq=q  и ( )321 ,, hhh=h  описывается соот-

ношениями

.
Так как производство представляет собой математический континуум, соотно-

шения (1) являются взаимно однозначными.

                                    .

Предполагается, что функции (1) и (2) принадлежат классу 1C . Обозначим

( )3..1, =−= iqhu iii .                                                                                (3)

Вектор ( )321 ,, uuu=u  характеризует изменение конфигурации ресурсов

( )321 ,, qqq=q , вызванных развитием производственной ситуации. Компоненты

вектора ( )321 ,, uuu=u  представляют собой достаточно малые величины ( )10 <<≤ iu .

Такие величины называются инфинитезимальными.
Соотношение (3) можно записать в виде

( )( )1 2 3 1 3i i ih q u q ,q ,q i ...= + = .      (4)

(1)

(2) ( ) ( )1 2 3 1 3i iq q h ,h ,h i ...= =

 ( ) ( )1 2 3 1 3i ih h q ,q ,q i ...= =

.
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Рассмотрим две достаточно близкие точки области рынка объема V . Точка M
имеет декартовы координаты iq , а точка N  имеет координаты ii dqq + . В новом

объеме V ′ точка M  перейдет в положение точки M ′с координатами iii uqh += ,

а точка N  переместится в точку N ′ с координатами iiii duudqq +++ .

Вычислим квадрат расстояния между точками M  и N , который равен скаляр-

ному квадрату вектора 
→

MN

lldqdqdsMN ==
→

2
0

2

.      (5)

Квадрат расстояния между точками M ′ и N ′ равен скалярному квадрату векто-

ра 
→

′′NM  и выражается формулой

kk dhdhdsNM ==′′
→

2
2

.      (6)

Здесь использовано известное правило Эйнштейна, согласно которому по дважды
встречающемуся индексу производится суммирование.

Вычислим полный дифференциал соотношения (1)

j
j

k
k dq

q
hdh

∂
∂

= .      (7)

Подставляя формулу (7) в выражение (6), находим

ji
j

k

i

k
kk dqdq

q
h

q
hdhdhds

∂
∂

∂
∂

==2
.      (8)

Вычислим разность квадратов расстояний

jiijjiij
j

k

i

k dqdqQdqdq
q
h

q
hdsds 22

0
2 =










−

∂
∂

∂
∂

=− δ .      (9)

Величины
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представляют собой безразмерную форму изменения конфигурации ресурсов в пер-

воначальной системе координат ( )321 ,, qqq . Здесь 




≠
=

=
ji
ji

ij ,0
,1

δ  – символ Кронекера.

Исключив из соотношений (3), (10) координаты ih , получим
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Величины ijQ  образуют компоненты симметричного тензора второго ранга

jiij QQ = .
В силу инфинитезимальности величин iu  квадратами производных можно пре-

небречь, и формула (11) принимает вид [1]












∂

∂
+

∂
∂

=
i

j

j

i
ij q

u
q
uQ

2
1

,    (12)

или

( ) ( ) ( )( )qqq ijjiij uuQ ,,2
1

+= .                                     (13)

Здесь индекс после запятой означает дифференцирование по соответствующей

координате 
i

i q
ff

∂
∂

=, .

Компоненты тензора 332211 ,, QQQ  описывают изменение конфигурации ресур-

сов вдоль координатных осей ( )321 ,, qqq  соответственно. Вычислим относитель-

ный рост элемента объема qddqdqdqdV == 321 . В результате изменения ситуации
этот элемент будет занимать объем

( )( )( ) .111 321332211

3
3

3
32

2

2
21

1

1
1

dqdqdqQQQ

dq
q
udqdq

q
udqdq

q
udqVd

+++=

=







∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

+=′

Относительный прирост объема имеет вид

ssQQQQ
dV

dVVd
=++=

−′
= 332211θ .                                     (14)

Здесь по-прежнему можно пренебречь квадратами производных jiu , . Выраже-

ние (14) называется дилатацией изменения конфигурации ресурсов.

Компоненты тензора 132312 ,, QQQ  описывают изменение направления ресурсного

вектора в евклидовом координатном пространстве ( )321 ,, qqq , а также формы элемен-
та объема и, следовательно, перераспределение структуры конфигурации ресурсов.

2. Тензор роста результатов производства

Очевидно, что при развитии производственной ситуации соответствующая пер-
воначальная область в евклидовом ресурсном пространстве изменяет свою форму
и объем. Это приводит к изменениям векторных величин выпуска продукции,
прибыли и издержек во всех направлениях ресурсного пространства. Пусть вектор
P  представляет собой либо вектор выпуска продукции, либо вектор прибыли,
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(15)

будет описывать либо выпуск продукции, либо прибыль, либо издержки, отнесен-
ные к единице площади поверхности в ресурсном евклидовом пространстве.

Рассмотрим важные частные случаи расположения единичных площадок в ре-
сурсном евклидовом пространстве относительной декартовой системы координат

( )321 ,, qqq , представленные на рис. 1.
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Рис. 1 Рис. 2

Выделим в пространстве элементарный параллелепипед объема qddqdqdqdV == 321

с боковыми гранями 321 ,, dGdGdG . Элементу 321 dqdqdG = , ортогональному оси 1q ,

соответствует вектор ( ) ( )131211
1 ,, PPP=P . Элементу 312 dqdqdG = , ортогональному

оси 2q , соответствует вектор ( ) ( )232221
2 ,, PPP=P . Элементу 213 dqdqdG = , ортого-

нальному оси 3q , соответствует вектор ( ) ( )333231
3 ,, PPP=P .

Таким образом, изменение состояния выпуска продукции, прибыли и издержек в
ресурсном евклидовом пространстве полностью описывается компонентами тензо-

ра второго ранга ijP . Можно показать, что этот тензор является симметричным [12]

jiij PP = .

Рассмотрим представленный на рис. 2 в ресурсном евклидовом пространстве тетраэдр с

ребрами 321 ,, dqdqdq , к трем взаимно перпендикулярным граням которого приложены

векторы 321 ,, PPP . К четвертой наклонной грани приложен равнодействующий вектор ( )nP .

либо вектор издержек в зависимости от рассматриваемой задачи. Компоненты этого
вектора выражаются в денежных единицах.

Выделим внутри деформированной области ресурсов вокруг некоторой точки

M  с координатами iq  элемент поверхности с площадью ndG  и с вектором единич-

ной нормали n . Этому элементу будет соответствовать вектор ( )ndP . Тогда вектор

( )
( )n

n

n

d
dG

=
PP
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3. Уравнения квазистатического состояния производства

Конфигурация ресурсов рассматриваемого производства промышленного предпри-
ятия может подвергаться некоторым внутренним воздействиям. К таким воздействиям
могут быть отнесены изменения доходов предприятия, стоимости различных ресурсов
и комплектующих. Сюда также могут быть отнесены изменения цен на основные фон-
ды, материалы, совершенствование технологий производства, налоги и субсидии и т. д.

Перечисленные выше воздействия могут быть математически описаны векто-

ром iF , действующим на элемент объема dV .

Если рынок, занимающий объем V , ограниченный поверхностью G , находится
в равновесном состоянии, то

( ) 0=+ ∫∫
G

n
i

V
i dGPdVF .                                             (17)

Применяя к интегралам (17) теорему Гаусса – Остроградского

( )

( ) 0,, =+=+=

=+=+

∫∫∫

∫∫∫∫

V
jiji

V
jij

V
i

G
jij

V
i

G

n
i

V
i

dVPFdVPdVF

dGnPdVFdGPdVF

                                                        (18)

и учитывая, что область V  выбрана достаточно произвольно, находим систему
уравнений равновесия для компонентов тензора

( ) ( ) 0, =+ qq ijij FP .    (19)

К уравнениям (13), (19) следует добавить уравнения связи компонентов тензора

результатов производства ijP  с компонентами тензора роста факторов производства

ijQ . Например, пропорциональные и сверхпропорциональные издержки производ-
ства и факторы производства связаны линейными тензорными соотношениями

( ) kla
klijklij QEP = .                                                     (20)

Здесь ijklE  – компоненты тензора четвертого ранга, коэффициентов значимос-

ти компонентов факторов производства, kla  – показатели степени сверхпропор-

циональности издержек. Если показатель 1=mna , то соответствующий компонент
представляет собой пропорциональные издержки, в противном случае издержки

Очевидно, что векторы 
( )

1 2 3
n, , ,P P P P  не являются независимыми и связаны между собой

направляющими косинусами jn , компонентами вектора единичной нормали n .

Компоненты этих векторов ijP , ( )n
iP  и компоненты вектора единичной нормали

связаны соотношением
( )

jij
n

i nPP =                                                     (16)
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Граничными условиями для системы (21) могут служить условия, задаваемые

на границе рынка QP GGG U= . На одной части этой границы PG  могут задаваться

внешние ограничения для вектора ( )qiu

( ) ( )qq iGi fu
P

= .                                                                                   (22)

На другой части границы QG  может быть задан вектор спроса или предложения

( ) ( ) ( )( )qqq n
iGjij gnP

Q
= .                                             (23)

Для описания выпуска продукции уравнения связи компонентов тензора ре-

зультатов производства ijP  с компонентами тензора роста факторов производства

ijQ  следует задавать в виде обобщенной тензорной производственной функции

Кобба – Дугласа

( )∏∏
= =

=
3

1

3

1

0

k l

s
klijij

klQPP .                                                                     (24)

Здесь 0
ijP  – тензор технологических коэффициентов, kls  – коэффициенты эла-

стичности по факторам производства.
В этом случае замкнутую систему уравнений для решения краевых задач, опи-

сывающих изменения выпуска продукции, образуют уравнения (13), (19) и (24)

( )

( )
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= ∏∏
= =
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,

,,

,

3

1

3

1

0

ijjiij

ijij

k l

s
klijij

uuQ

FP

QPP kl

                                            (25)

Системы из пятнадцати уравнений (21), (25) могут быть представлены в виде

трех уравнений относительно компонентов вектора iu . Это достигается исключе-

нием из этих систем величин ijij QP , .

являются сверхпропорциональными. Очевидно, что при 1>mna  издержки будут

дигрессивными, а при 1<mna  издержки будут прогрессивными.
Уравнения (13), (19) и (20) образуют замкнутую систему уравнений для реше-

ния краевых задач, описывающих процесс изменения издержек производства

( )

( )
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