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УПРУГИЕ КОЛЕБАНИЯ ТРОСОВОЙ СИСТЕМЫ1

c© 2009 Б.В Иванов2

Рассматривается движение вокруг центра масс упругой тросовой
системой, состоящей из двух концевых тел и невесомого упругого тро-
са, а также находящейся в развернутом положении. Центр масс си-
стемы движется по эллиптической траектории. С помощью уравне-
ния Лагранжа второго рода построены уравнения движения упругой
тросовой системы, в качестве независимой переменной выбран угол
истинной аномалии. Найдено аналитическое решение, описывающее
упругие колебания растянутого троса.

Ключевые слова: тросовая система, упругие колебания, гравитацион-
ный момент, хаос.

1. Формулировка проблемы

Анализу космических тросовых систем (ТС) посвящены многочислен-
ные научные работы, например [1–8], в которых объектами исследований
являлись трос, полезный груз и КА. Орбитальные тросовые системы могут
применяться для различных задач перемещения полезной нагрузки в кос-
мическом пространстве, в том числе и для доставки полезной нагрузки на
поверхность Земли. В работах [1–5] изучается движение тросовой системы,
в работах [6, 7] рассматривается поведение КА относительно центра масс
под действием гравитационного момента [8] и момента от силы натяже-
ния троса. В монографии [1] отмечаются упругие свойства троса, в насто-
ящей статье рассматривается поведение тросовой системы под действием
гравитационного момента и сил упругости троса. Будем полагать, что тро-
совая система состоит из двух концевых материальных точек массой m1 и
m2 , упругого троса, который всегда находится в растянутом положении.
Построим с помощью уравнения Лагранжа второго рода математическую
модель системы, весьма простую, легко интерпретируемую, сохраняющую
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основные особенности физической модели и отражающую основные законо-
мерности движения. Это позволит проверить основные предположения по
поведению системы.

2. Уравнения Лагранжа второго рода

При выводе уравнений движения будем пренебрегать массой троса, аэро-
динамическими силами и солнечным давлением. Полная масса системы

m = m1 + m2.

Кинетическая энергия системы состоит из кинетической энергии центра
масс TC и кинетической энергии двух материальных точек T1 и T2 отно-
сительно поступательно движущейся системы координат CxCyC с началом
в центре масс

T = TC + T1 + T2. (2.1)
В качестве обобщенных координат примем:

q1 = r, q2 = l, q3 = ϑ, q4 = ϕ, (2.2)

где r = OC — расстояние между центром Земли и центром масс системы C,
l — длина троса, ϑ — угол истинной аномалии центра масс системы (систе-
ма координат Oxy располагается в плоскости орбиты, ось Ox направлена
на перигей), ϕ — угол отклонения троса относительно местной вертикали
(см. рисунок).

Рис. Тросовая система

Кинетическая энергия центра масс соответствует абсолютному движе-
нию центра масс системы по орбите и включает в себя радиальную и транс-
версальную скорости:

TC =
1
2
mṙ2 + r2ϑ̇2. (2.3)

Кинетическая энергия относительного движения материальных точек опре-
деляется формулами

Ti =
1
2
miV

2
ir, (2.4)
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где Vir — скорости концевых точек тросовой системы относительно центра
масс системы C (i = 1, 2). Относительные скорости точек 1 и 2 в системе
координат CxCyC имеют вид

Vir = (ẋ2
i + ẏ2

i )
1
2 , (2.5)

где
x1 = l1 cos(ϑ + ϕ), y1 = l1 sin(ϑ + ϕ),

x2 = −l2 cos(ϑ + ϕ), y2 = −l2 sin(ϑ + ϕ), (2.6)

l1 =
m2

m
l, l2 =

m1

m
l.

Дифференцируя координаты (2.6) по времени и подставляя производные в
(2.5), а также имея в виду формулы (2.3) и (2.4), запишем кинетическую
энергию системы (2.1) следующим образом:

T =
1
2
m(ṙ2 + r2ϑ̇2) +

m∗
2

l̇2 +
I∗
2

(ϕ̇ + ϑ̇)2, (2.7)

где m = (m1m2)/m, I∗ = m1l
2
1 + m2l

2
2 = m∗l2 — момент инерции.

Потенциальная энергия системы состоит из потенциала центрального
поля силы тяжести [8] и потенциальной энергии силы упругости троса

W = −µ

(
m1

r1
+

m2

r2

)
+

c

2
(l − l0)2, (2.8)

где µ — гравитационный параметр, c — коэффициент упругости, l0 — дли-
на ненапряженного троса, r1, r2 — расстояние между центром Земли и
точками 1 и 2. Выразим r1 и r2 в выражении (2.6) через обобщенные ко-
ординаты (2.2)

W = −µ

r


 m1√

1 + l21
r2 + 2 l1

r cosϕ

+
m2√

1 + l22
r2 − 2 l2

r cosϕ


 +

c

2
(l − l0)2

и упростим это выражение, имея в виду, что длина троса существенно мень-
ше расстояния от центра масс тросовой системы до центра Земли

l

r
<< 1.

В результате имеем

W = −µm

r
+

µI∗
2r3

(1− 3 cos2 ϕ) +
c

2
(l − l0)2. (2.9)

С учетом (2.7) и (2.9) для лагранжиана

L = T −W =
1
2
m(ṙ2 + r2ϑ̇2) +

m∗
2

l̇2 +
I∗
2

(
ϕ̇ + ϑ̇

)2 µm

r
− (2.10)

−µI∗
2r3

(
1− 3 cos2 ϕ

)− c

2
(l − l0)2

уравнения Лагранжа второго рода примут вид
d

dt

L

q̇j
− L

qj
= Qj , (2.11)
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где Qj — силы управления, демпфирования, аэродинамические и иные непо-
тенциальные силы, j = 1, 4, q1 = r, q2 = l, q3 = ϑ, q4 = ϕ.

Для лагранжиана (2.10) уравнения Лагранжа (2.11) имеют вид

r̈ − rϑ̇2 +
µ

r2
− 3µI∗

2mr4

(
1− 3 cos2 ϕ

)
= Qr, (2.12)

l̈ +
c

m∗
(l − l0) +

µl

r3

(
1− 3 cos2 ϕ

)− l
(
ϕ̇ + θ̇

)2
= Ql, (2.13)

(
mr2 + I∗

)
ϑ̈ + I∗ϕ̈ + 2mrṙϑ̇ + 2m∗ll̇

(
ϑ̇ + ϕ̇

)
= Qϑ, (2.14)

I∗
(
ϑ̈ + ϕ̈

)
+ 2m∗ll̇

(
ϕ̇ + ϑ̇

)
+

3µI∗
r3

sinϕ cosϕ = Qϕ. (2.15)

Применим известный прием [1] и перейдем в уравнениях движения
(2.12)–(2.15) к новой независимой переменной — углу истинной аномалии ϑ.
При этом будем полагать, что движение центра масс системы не зависит
от относительного движения системы и центр масс движется по эллипти-
ческой траектории

r =
p

k
, ϑ̇ =

√
µ

p3
k2 = nk2, (2.16)

где k = 1+ e cos θ, p — параметр орбиты, e — эксцентриситет орбиты. Для
произвольной функции f(t) первая и вторая производные в силу (2.16) име-
ют вид

ḟ = nk2f ′, (2.17)

f̈ = n2k3
(
kf ′′ − 2ef ′ sin θ

)
, (2.18)

где ()′ = d
dθ , ()′′ = d2

dθ2 . Дифференцирование по времени t второй формулы
из (2.16) дает следующий результат:

θ̈ = −2n2k3e sin θ. (2.19)

Перепишем уравнения относительного движения тросовой системы (2.13)
и (2.15) с учетом (2.16)–(2.18) в виде

kl′′− 2el′ sinϑ +
c

n2k3m∗
(l − l0) + l

(
1− 3 cos2 ϕ

)− kl
(
1 + ϕ′

)2 =
Ql

n2k3
, (2.20)

I∗
(
kϕ′′ − 2eϕ′ sin θ

)
+ 2km∗ll′

(
1 + ϕ′

)− 2eI∗ sin θ + 3I∗ sinϕ cosϕ =
Qϕ

n2k3
.

(2.21)

3. Упругие колебания тросовой системы

Будем считать, что обобщенные силы Ql и Qϕ отсутствуют. Тогда урав-
нения (2.20) и (2.21) примут вид

l′′ +
c

m∗n2k4
(l − l0) +

l

k

(
1− 3 cos2 ϕ

)− l
(
1 + ϕ′

)2 = 2
e

k
l′ sin θ, (3.1)
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ϕ′′ + 2
l′

l

(
1 + ϕ′

)
+

3
k

sinϕ cosϕ = 2
e

k

(
1 + ϕ′

)
sin θ. (3.2)

Отметим, что уравнение (3.2) является обобщением уравнения (39) из [2]
для упругого троса, а уравнение (3.1) – обобщением уравнения (8) из [3].

Рассмотрим случай, когда центр масс тросовой системы движется по
круговой орбите e = 0, тогда уравнения (3.1) и (3.2) примут вид

l′′ +
c

m∗n2
(l − l0) + l

(
1− 3 cos2 ϕ

)− l
(
1 + ϕ′

)2 = 0, (3.3)

ϕ′′ + 3 sinϕ cosϕ = −2
l′

l

(
1 + ϕ′

)
. (3.4)

Предположим, что трос развернут по местной вертикали и не меняет
своего углового положения (ϕ,ϕ′, ϕ′′ = 0), тогда уравнение (3.3) можно
упростить

l′′ +
c

m∗n2
(l − l0)− 3l = 0. (3.5)

Перейдем в уравнении (3.5) к безразмерной длине троса

L =
l

l0
,

в результате получим следующее линейное неоднородное уравнение второго
порядка:

L′′ + Ω2L = 3 + Ω2, (3.6)

где

Ω =
1
n

√
c

m∗
.

Равновесное положение троса из уравнения (3.6) определяется формулой

L1 =
3 + Ω2

Ω2
.

При начальных условиях: t0 = 0 :

L = L1, L
′ = L′0

решение уравнения (2.7) имеет вид

L = L1 +
L′0
Ω

sinΩθ. (3.7)

Если рассматривать случаи движения, когда трос всегда находится в рас-
тянутом положении (L > 1), тогда начальная скорость груза не должна
превышать следующего значения:

L′0 <
3
Ω

.
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Заключение

В статье получены уравнения движения упругой тросовой системы, ко-
торые обобщают известные математические модели, например [2, 3], и поз-
воляют проводить исследование движения космической тросовой системы
с учетом упругости троса. Очевидно, что уравнения (3.1) и (3.2), имея в
виду колебательный характер движения концевых грузов (3.7), позволяют
исследовать хаотическое поведение тросовой системы не только в силу ма-
лого эксцентриситета [3], но и в силу упругих колебаний троса.

Автор выражает благодарность за постановку задачи и постоянное вни-
мание к работе профессору В.С. Асланову.
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THE ELASTIC VIBRATIONS OF THE CABLE SYSTEM3
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The motion of elastic cable system around the center of mass is con-
sidered. Cable system consists of two end objects and an imponderable
elastic cable which is in an unrolled position. The center of mass of a
system moves on an elliptical trajectory. By means of Lagrange’s equa-
tions of the second kind, the equations of motion of the elastic cable
system are constructed, as an independent variable the angle of true
anomaly is chosen. The analytical solution describing elastic vibrations
of the stretched cable is found.

Key words: tethered system, elastic vibrations, gravitational moment,
chaos.
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