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В данной работе приведена формула, определяющая общее ре-
шение для матричного волнового уравнения. Выписаны граничные
управления в условиях второй краевой задачи.
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Введение

Известно [1], что развитие теории управления началось с процессов, чьи
модели математически можно описать обыкновенными дифференциальны-
ми уравнениями. Для задач, описываемых обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями, термин ”управление”, был введен Л.С. Понтрягиным и
его последователями в монографии [2]. В настоящее время круг задач су-
щественно расширился и включает задачи управления, использующие диф-
ференциальные уравнения в частных производных [3–13], стахостические
дифференциальные уравнения [14], системы с распределенными парамет-
рами [1, 15] и другие задачи.

Цель управления состоит в том, чтобы изменить динамику поведения
физической системы в соответствии с предъявляемыми требованиями. Эта
задача естественным образом распадается на две части [16, 17]:

− получить математическое описание динамических свойств объекта,
подлежащего управлению;

− найти ”средство” достижения желаемого поведения управляемой си-
стемы.

1Лексина Светлана Валентиновна (lesveta@rambler.ru), кафедра математики, ин-
форматики и математических методов в экономике Самарского государственного уни-
верситета, 443011, Россия, г. Самара, ул. Акад. Павлова, 1.
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Математическая теория процессов управления — раздел математики, ро-
дившийся в 50-е годы XX века. Она возникла из потребностей прикладных
дисциплин.

Управляемые колебательные системы [18] получили широкое распро-
странение в технике, механике и других областях науки. В связи с этим
возникают задачи управления колебаниями в технических объектах и си-
стемах.

Проблемы управления системами различной природы имеют свою исто-
рию развития [19, 20], их решение имеет большое научное и практическое
значение, а разнообразие физических и технологических процессов откры-
вает большие научные перспективы для дальнейших работ в области управ-
ления. В процессе своего развития математическая теория задач управле-
ния системами с распределенными параметрами претерпела два больших
изменения. Первое изменение теории — переход от классических решений
к обобщенным решениям уравнения состояния системы. Второе изменение
связано с новым подходом к теоремам существования управления на ос-
нове расширения исходных задач [21]. При изучении довольно широкого
класса процессов пользуются уравнениями математической физики [22].

Известно [23], что волновое уравнение служит математической моделью
многих физических процессов (акустические и электромагнитные колеба-
ния, колебание струны, мембраны, а также является основой для описания
явлений, связанных с землетрясением), необходимость управлять которыми
возникает, как правило, одновременно с изучением этих явлений.

Возможности управления обуславливаются как наличием точных ана-
литических решений обратных волновых задач (задач управления), так и
в большей степени формулировкой математических моделей, позволяющих
теоретически описать все возможное многообразие, все мыслимые волновые
поля.

В последние годы в работах В.А. Ильина [5–13] и его учеников [24, 25]
приведены решения задач управления процессом колебаний в классе обоб-
щенных решений L2(Ql,T ), W 2

2 (Ql,T ), W 1
2 (Ql,T ). Отдельно исследовались

случаи управления по двум концам и управления по одному концу.
Подробную библиографию, посвященную задаче граничного управле-

ния, можно найти в обзоре А.И. Егорова и Л.Н. Знаменской [26], моно-
графии [24].

1. Постановка задачи

В данной работе исследуем систему дифференциальных уравнений вида

wtt −Awxx = 0 (1.1)

в области Ql,T = [0 6 x 6 l]× [0 6 t 6 T ], где A — действительная квадрат-
ная матрица порядка m с действительными, положительными собственны-
ми значениями, w(x, t) = (w1(x, t), ..., wm(x, t))T — вектор-функция.
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Пусть Λ = diag{Λ1(λ1),Λ2(λ2), ...Λs(λs)} — жорданова матрица, подоб-
ная матрице A, где Λi(λi) = λiE+Ek, k — степень элементарного делителя,
отвечающего жордановой клетке Λi(λi) (порядок блока Λi(λi)), Ek — мат-
рица сдвига [28].

Известно [29], что матрицы A и Λ связаны соотношением A = SΛS−1.
Матрица перехода S, приводящая матрицу A к виду Λ, составляется из
векторов всех серий, соответствующих корням характеристического урав-
нения.

В системе (1.1) выполним замену w = S−1u, получим:

utt − Λuxx = 0, (1.2)

где u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), ..., um(x, t))T— вектор-функция.
Выделим в системе (1.2) группу уравнений, соответствующих жордано-

вой клетке Λ1(λ1) = Λ∗ порядка n, n < m, в которой на главной диагонали
стоит одно и то же число λ1 = λ2 > 0, и без ограничения общности все
элементы одного ряда ниже диагонали равны единице.

Пусть
utt − Λ∗ uxx = 0, (1.3)

u(x, 0) = ϕ(x),ut(x, 0) = ψ(x), 0 6 x 6 l, (1.4)
2.5)trivialu(x, T ) = ϕ̃(x),ut(x, T ) = ψ̃(x), 0 6 x 6 l, (1.5)

ux(0, t) = µ(t),ux(l, t) = ν(t), 0 6 t 6 T 6
l

λ
, (1.6)

где ϕ(x), ϕ̃(x) ∈ C2[0, l], ψ(x), ψ̃(x) ∈ C1[0, l], µ(t), ν(t) ∈ C2[0,T]— вектор-
функции размерности n.

Естественно, возникает задача о существовании и о явном аналитиче-
ском представлении граничных управлений второго рода (1.6), обеспечива-
ющих переход колебательного процесса из состояния ϕ(x), ψ(x) при t = 0
в состояние ϕ̃(x), ψ̃(x) при t = T .

Отметим, что в случае m = 2 матричное уравнение (1.1) описывает
движение естественно закрученной нити [30].

2. Общее решение матричного волнового уравнения

Система (1.3) представляет собой систему неоднородных волновых урав-
нений со специальной правой частью:

∂2

∂t2
ui − λ2 ∂

2

∂x2
ui =

∂2

∂x2
ui−1, i = 1, n, u0(x, t) = 0. (2.1)

Общее решение данного неоднородного волнового уравнения определя-
ется формулой [23]:

ui(x, t) = u0
i +

1
2λ

t∫
0

dτ

x+λ(t−τ)∫
x−λ(t−τ)

u′′i−1(ξ, τ)dξ, (2.2)
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где u0
i — решение соответствующего однородного волнового уравнения,

определяемое формулой

u0
i (x, t) = fi(x+ λt) + gi(x− λt).

При i = 2 формула (2.2) после несложных преобразований принимает
вид:

u2(x, t) = f2(x+ λt) + g2(x− λt)+
+ t

2λ {f
′
1(x+ λt)− g′1(x− λt)}−

− 1
4λ2 {f1(x+ λt) + g1(x− λt)}+

+ 1
4λ2 {f1(x− λt) + g1(x+ λt)} .

(2.3)

Аналогичным образом получим следующие представления решений:

u3(x, t) = f3(x+ λt) + g3(x− λt)+
+ t

2λ {f
′
2(x+ λt)− g′2(x− λt)}−

− 1
4λ2 {f2(x+ λt) + g2(x− λt)}+

+ 1
4λ2 {f2(x− λt) + g2(x+ λt)}+

+ t2

8λ2 {f ′′1 (x+ λt) + g′′1(x− λt)}−
− t

4λ3 {f ′1(x+ λt)− g′1(x− λt)}−
− t

8λ3 {f ′1(x− λt)− g′1(x+ λt)}+
+ 3

16λ4 {f1(x+ λt) + g1(x− λt)}−
− 3

16λ4 {f1(x− λt)− g1(x+ λt)}

(2.4)

и т.д.
Общее решение для соответствующего неоднородного волнового урав-

нения системы (1.3) можно представить, используя введенный нами ранее
в [32] оператор δ ≡ 1

2λ
∂
∂λ , в виде:

u1 = u0
1;

u2 = u0
2 + δu0

1 − 1
4λ2

[
u0

1 − u0
1(x,−t)

]
;

u3 = u0
3 + δu0

2 + 1
2δ

2u0
1 − 1

4λ2

[
(u0

2 − u0
2(x,−t)) + (δu0

1 − δu0
1(x,−t))

]
+

+ 3
16λ4

[
u0

1 − u0
1(x,−t)

]
;

u4 = u0
4 + δu0

3 + 1
2δ

2u0
2 + 1

6δ
3u0

3−
− 1

4λ2

[
(u0

3 − u0
3(x,−t)) + (δu0

2 − δu0
2(x,−t)) + 1

2(δ2u0
1 − δ2u0

1(x,−t))
]

+
+ 3

16λ4

[
(u0

2 − u0
2(x,−t)) + (δu0

1 − δu0
1(x,−t))

]
− 10

64λ6

[
u0

1 − u0
1(x,−t)

]
;

u5 = u0
5 + δu0

4 + 1
2δ

2u0
3 + 1

6δ
3u0

2 + 1
24δ

4u0
1−

− 1
4λ2

[
(u0

4 − u0
4(x,−t)) + (δu0

3 − δu0
3(x,−t))

]
−

− 1
4λ2

[
1
2(δ2u0

2 − δ2u0
2(x,−t)) + 1

6(δ3u0
1 − δ3u0

1(x,−t))
]

+
+ 3

16λ4

[
(u0

3 − u0
3(x,−t)) + (δu0

2 − δu0
2(x,−t)) + 1

2(δ2u0
1 − δ2u0

1(x,−t))
]
−

− 10
64λ6

[
(u0

2 − u0
2(x,−t)) + (δu0

1 − δu0
1(x,−t))

]
+ 35

256λ8

[
u0

1 − u0
1(x,−t)

]
,

. . . . . .

ui =
i∑

k=1

δ(i−k)u0
k

(i−k)! +
i−1∑
k=1

(−1)kCk−1
2k−1

(2λ)2k

i−k∑
m=1

δ(i−k−m)(u0
m−u0

m(x,−t))
(i−k−m)! , i > 2. (2.5)

Справедливость данной формулы проверяется непосредственной подста-
новкой (2.5) в уравнение (2.1).
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Выделим в системе (1.2) группу уравнений, соответствующих жордано-
вой клетке Λ∗∗, которая представляет собой диагональную матрицу, с раз-
личными собственными значениями матрицы A на диагонали:

utt − Λ∗∗uxx = 0. (2.6)

Матричное уравнение (2.5) равносильно системе однородных волновых
уравнений. Общее решение u(x, t) = colon(un+1, ..., us)T данной системы
представимо:

ui(x, t) = fi(x+ λit) + gi(x− λit). (2.7)

Возвращаясь к системе (1.1), получаем, что ее общее решение примет вид:

w = S−1 · u,

где u(x, t) = colon(u1, ..., un, ..., un+1, ..., us),
при i = 1, n ui(x, t) определяется формулой (2.5);
при i = n+ 1, s формулой (2.7).

3. Задачи управления

Задача I (задача управления). Найти вектор-функции µ(t), ν(t) такие,
чтобы для решения u(x, t) второй краевой задачи с начальными условиями
(1.4) в момент времени t = T выполнялись финальные условия с заданны-
ми функциями (1.5).

Задача II (вторая краевая задача с начальными (финальными) услови-
ями). Найти вектор-функцию u(x, t) ∈ C2(Ql,T ), удовлетворяющую системе
(1.3) в Ql,T , начальным условиям (1.4) (финальным условиям (1.5)) на от-
резке [0, l] и краевым условиям (1.6).

Теорема 1. Если Φs ∈ C2+i−s[0, l], Ψs ∈ C1+i−s[0, l], Φs, Ψs – продолже-
ния вектор-функций ϕs, ψs на отрезки [−l; 0] и [l; 2l], функции µs(t), νs(t) ∈
∈ C1+i−s[−T ;T ], ([0, 2T ]) и выполнены условия согласования начальных
(финальных) и граничных условий, тогда классическое решение второй кра-
евой задачи представимо:

ui(x, t) =
i∑

s=1

1
(i−s)!δ

(i−s)Fλ(Φs,Ψs, µs, νs), i = 1, n. (3.1)

Для второй краевой задачи с начальными условиями Fλ имеет вид [22]:

Fλ(Φ,Ψ, µ, ν) =
Φ(x+ λt) + Φ(x− λt)

2
+

1
2λ

x+λt∫
x−λt

Ψ(z)dz−

−λ
λt−x
λ∫
0

µ(s)ds+ λ

x+λt−l
λ∫
0

ν(s)ds,

(3.2)
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с финальными условиями

Fλ(Φ̃, Ψ̃, µ̃, ν̃) =
Φ̃(x+ λ(t− T )) + Φ̃(x− λ(t− T ))

2
+

+
1

2λ

x+λ(t−T )∫
x−λ(t−T )

Ψ̃(z)dz + λ

x+λt
λ∫

T

µ̃(s)ds− λ

l−x+λt
λ∫

T

ν̃(s)ds,
(3.3)

причем функции µ
s
, νs удовлетворяют условиям µ

s
(t) = µs(t) на отрезке

[0, T ], µ
s
≡ 0 при t 6 0, аналогичным условиям удовлетворяет и функция

νs; функции µ̃s, ν̃s удовлетворяют условиям µ̃s(t) = µs(t) на отрезке [0, T ],
µ̃s ≡ 0 при t > T , аналогичным условиям удовлетворяет и функция ν̃s.

Используя методики, предложенные В.А. Ильиным в работах [5–12],
для решения задачи управления сформулируем две вспомогательные зада-
чи – задача о гашении колебаний и о переводе первоначально покоящейся
системы в заданное состояние.

Задача (о гашении колебаний). Найти вектор-функции µ(t), ν(t) та-
кие, что для решения u(x, t) второй краевой задачи с заданными началь-
ными условиями (1.4) в момент времени t = T выполнялись нулевые фи-
нальные условия

u(x, T ) = 0, ut(x, T ) = 0, 0 6 x 6 l. (3.4)

Теорема 2. Если 0 < T < l
λ , вектор-функции ϕ(x) = (ϕ1, ϕ2, ..., ϕn)T,

ψ(x) = (ψ1, ψ2, ..., ψn)T удовлетворяют условиям:
а) ϕs(x) ∈ C2+i−s[0, l], ψs(x) ∈ C1+i−s[0, l];
б) ϕ(0) = ϕ(l) = 0, ψ(0) = ψ(l) = 0;
в) для любого t ∈ [−∞; 0] и для любого i ∈ 1, n справедливы тождества:

i∑
s=1

1
(i− s)!

δ(i−s)Pλ(ϕs(t), ψs(t)) ≡ 0,

i∑
s=1

1
(i− s)!

δ(i−s)Rλ(ϕs(t), ψs(t)) ≡ 0,
(3.5)

где

Pλ =
λ

2
ϕ′s(λt) +

1
2
ψs(λt), t =

λT − x
λ

,

Rλ = −λ
2
ϕ′s(l − λt) +

1
2
ψs(l − λt), t =

x+ λT − l
λ

,

тогда вектор-функции, определяющие граничные условия второго рода,
представимы 

µi(x, t) =
i∑

s=1

1
(i− s)!

δ(i−s)M1
λ(ϕs, ψs),

νi(x, t) =
i∑

s=1

1
(i− s)!

δ(i−s)N1
λ(ϕs, ψs),

(3.6)

M1
λ(ϕ,ψ) =

ϕ′(λt)
2

+
1

2λ
ψ(λt), (3.7)
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N1
λ(ϕ,ψ) =

ϕ′(l − λt)
2

− 1
2λ
ψ(l − λt). (3.8)

Задача (о переводе первоначально покоящейся системы в задан-
ное состояние): найти вектор-функции µ(t), ν(t) такие, чтобы для реше-
ния u(x, t) второй краевой задачи с нулевыми начальными условиями

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 6 x 6 l (3.9)

в момент времени t = T выполнились финальные условия (1.5).
Теорема 3. Если 0 < T < l

λ , вектор-функции ϕ̃(x) = (ϕ̃1, ϕ̃2, ..., ϕ̃n)T,
ψ̃(x) = (ψ̃1, ψ̃2, ..., ψ̃n)T удовлетворяют условиям:

а) ϕ̃s(x) ∈ C2+i−s[0, l], ψ̃s(x) ∈ C1+1−s[0, l];
б) ϕ̃(0) = ϕ̃(l) = 0, ψ̃(0) = ψ̃(l) = 0;
в) для любого t ∈ [−∞; 0] и для любого i ∈ 1, n справедливы тождества:

i∑
s=1

1
(i− s)!

δ(i−s)Pλ(ϕ̃s(t), ψ̃s(t)) ≡ 0,

i∑
s=1

1
(i− s)!

δ(i−s)Rλ(ϕ̃s(t), ψ̃s(t)) ≡ 0,
(3.10)

где

Pλ = −λ
2
ϕ̃′s(λT − λt) +

1
2
ψ̃s(λT − λt), t =

x

λ
,

Rλ =
λ

2
ϕ̃′s(l + λt− λT ) +

1
2
ψ̃s(l + λt− λT ), t =

l − x
λ

,

тогда функции µi(t), νi(t), определяющие граничные условия второго рода,
представимы: 

µi(x, t) =
i∑

s=1

1
(i− s)!

δ(i−s)M2
λ(ϕ̃s, ψ̃s),

νi(x, t) =
i∑

s=1

1
(i− s)!

δ(i−s)N2
λ(ϕ̃s, ψ̃s),

(3.11)

M2
λ(ϕ̃, ψ̃) =

ϕ̃′(λt)
2
− 1

2λ
ψ̃(l − λt), (3.12)

N2
λ(ϕ̃, ψ̃) =

ϕ̃′(λt)
2

+
1

2λ
ψ̃(λt). (3.13)

Граничные управления µ = (µ1, µ2, ..., µn)T , ν = (ν1, ν2, ..., νn)T задачи I
найдены как сумма решений задач о полном успокоении системы и о при-
ведении в наперед заданное состояние первоначально покоящейся системы:

µi(x, t) =
i∑

s=1

1
(i− s)!

δ(i−s)Mλ(ϕs, ψs, ϕ̃s, ψ̃s),

νi(x, t) =
i∑

s=1

1
(i− s)!

δ(i−s)Nλ(ϕs, ψs, ϕ̃s, ψ̃s),
(3.14)

где i = 1, n,
Mλ = M1

λ +M2
λ ,

Nλ = N1
λ +N2

λ .



Задача граничного управления в условиях второй краевой задачи... 27

Данная работа является продолжением исследований, начатых в рабо-
тах [31, 32].
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In the given paper the formula defining the general solution for the
matrix wave equation is obtained. The boundary controls in conditions
of the second boundary value are described.
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