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УДК 517.982

ИНДЕКСЫ БАНАХА — САКСА

ДЛЯ ПОДПРОСТРАНСТВ РАДЕМАХЕРА1

c© 2009 А.И. Новикова2

В данной работе рассматриваются подпространства перестано-

вочно-инвариантных пространств, порожденные системой Радемахера,

и исследуется индекс Банаха — Сакса.

Ключевые слова: система Радемахера, перестановочно-инвариантное
пространство, индекс Банаха — Сакса.

Перестановкой измеримой на [0, 1] функции x(t) [1, гл. 2.2] называется
убывающая непрерывная слева функция x∗(t), определяемая формулой

x∗(t) = inf{τ : n|x|(τ) < t},

где nx(τ) = mes{t : x(t) > τ} — функция распределения. Банахово про-
странство E = E[0, 1] с мерой Лебега называется симметричным или пере-
становочно-инвариантным (rearrangement invariant, далее — r.i.), если из
того, что y ∈ E и x∗(t) 6 y∗(t) для всех t ∈ [0, 1], следует x ∈ E и
‖x‖E 6 ‖y‖E [1, гл. 2.4; 2, гл. 2a]. Примерами r.i. пространств служат про-
странства Lp[0, 1], 1 6 p 6 ∞, пространства Орлича LM :

‖x‖LM = inf{λ : λ > 0,

1
∫

0

M(
|x(t)|

λ
)dt 6 1},

где M — положительная выпуклая на [0,∞) функция, M(0) = 0. Через G
будем обозначать сепарабельную часть пространства Орлича LN2

, N2(t) =
= et

2

− 1.
R.i. пространством является также пространство Марцинкевича Mψ из-

меримых на [0, 1] функций x, для которых

‖x‖Mψ
= sup

0<t<1

t

ψ(t)

1
∫

0

x∗(s)ds <∞,

где ψ — возрастающая, вогнутая функция на [0, 1] и ψ(0) = 0.
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метрии Воронежского государственного университета, 394006, Россия, г. Воронеж, Уни-
верситетская пл., 1.
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Пространства lp,q, 1 < p < ∞, 1 6 q 6 ∞ состоят из последовательно-
стей x = (x1, x2, . . .), для которых конечно выражение

‖x‖p,q =











(
∞
∑

k=1

(x∗k)
qkq/p−1)1/q, q <∞,

sup
k
x∗kk

1/p, q = ∞,

где {x∗k}
∞
k=1 — невозрастающая перестановка последовательности {|xk|}

∞
k=1.

Данное выражение является нормой для 1 6 q 6 p и квазинормой, экви-
валентной некоторой норме, при p < q. Пространство lp,∞ несепарабельно,
через l0p,∞ обозначим замыкание l1 в норме lp,∞.

Если 0 < τ <∞, то семейство операторов растяжения

στx(t) =

{

x(t/τ), 0 6 t 6 min(τ, 1),
0 для остальных t ∈ [0, 1]

действует ограниченно в любом r.i. пространстве E. Числа αE и βE , за-
данные формулами

αE = lim
τ→+0

ln ‖στ‖E
ln τ ,

βE = lim
τ→∞

ln ‖στ‖E
ln τ ,

называются индексами Бойда (индексами растяжения) пространства E [2,
гл. 2b; 1, гл. 2.4]. Для любого r.i. пространства E 0 6 αE 6 βE 6 1.

Индексом Банаха — Сакса γ(E) банахова пространства E [3] называет-
ся sup p, удовлетворяющих следующему условию: любая слабо сходящаяся
к 0 последовательность {xn} ⊂ E содержит подпоследовательность {xnk}
такую, что

sup
m
m

− 1

p

∥

∥

∥

∥

∥

m
∑

k=1

xnk

∥

∥

∥

∥

∥

E

<∞.

Пусть E — r.i. пространство на [0, 1]. Обозначим через R(E) подпро-
странство E, порожденное системой Радемахера rk(t) = sign sin(2kπt),
t ∈ [0, 1]. Последовательность x = (x1, x2, . . .) принадлежит R(E), если
∞
∑

k=1

xkrk принадлежит E и

‖x‖R(E) =

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=1

xkrk

∥

∥

∥

∥

∥

E

.

Так как ‖
n
∑

k=1

xkrk‖E = ‖
n
∑

k=1

ǫkxkrπ(k)‖E для любых n ∈ N, xk ∈ R
1, ǫk = ±1 и

перестановки π чисел 1, 2, . . . , n [2, гл. 2b], то естественный базис в R(E)
является симметричным. В силу неравенства Хинчина R(Lp) (1 6 p < ∞)
совпадает с l2 с точностью до эквивалентных норм, R(L∞) = l1 [4]. В этой
работе также было показано, что пространство R(E) изоморфно l2 тогда
и только тогда, когда E ⊃ G.
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Пусть X0, X1 — банаховы пространства, непрерывно вложенные в отде-
лимое топологическое пространство. Сумму X0 +X1 и пересечение X0∩X1

будем рассматривать с обычными нормами [2, гл. 2g]:

‖x‖X0+X1
=

= inf{‖x0‖X0
+ ‖x1‖X1

: x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1},
‖x‖X0∩X1

= max{‖x‖X0
, ‖x‖X1

}.

Через I(X0, X1) будем обозначать множество всех интерполяционных отно-
сительно (X0, X1) пространств. Банахово пространство X называется интер-
поляционным относительно пары (X0, X1), если имеет место непрерывное
вложение X0 ∩X1 ⊂ X ⊂ X0 +X1 и любое линейное ограниченное отобра-
жение T : X0 +X1 → X0 +X1, сужения которого на X0 и X1 представляют
собой ограниченные линейные отображения T : X0 → X0, T : X1 → X1,
также ограниченно действует из X в X [5, гл. 2.4].

K-функционал K(t, x;X0, X1) определяется для x ∈ X0 +X1 и t > 0 по
формуле

K(t, x;X0, X1) =
= inf{‖x0‖X0

+ t‖x1‖X1
: x = x0 + x1, x0 ∈ X0, x1 ∈ X1}.

Для каждого t > 0 функционал K(t, x;X0, X1) есть норма в простран-
стве X0 +X1. Пусть 0 < θ < 1, 1 6 q 6 ∞. Функционал Φθ,q, называемый
параметром вещественного метода интерполяции, определяется на неотри-
цательных функциях ϕ формулой

Φθ,q(ϕ) =















(

∞
∫

0

(t−θϕ(t))q dtt

)1/q

, 1 6 q <∞,

sup
06t6∞

t−θϕ(t), q = ∞.

Пространство всех x ∈ X0 +X1, для которых выполнено

Φθ,q(K(t, x;X0, X1)) <∞,

обозначается через (X0, X1)θ,q и по определению [5, гл. 3.1]

‖x‖θ,q = Φθ,q(K(t, x;X0, X1)).

Нам понадобятся следующие утверждения.
Лемма 1 [6]. Пусть X ∈ I(l1, l2) и определяется соотношением X =

= (l1, l2)
K
F для некоторого параметра F вещественного K-метода интерпо-

ляции, и E = (L∞, G)KF . Тогда пространство R(E) изоморфно X, то есть
выполнено

C1‖a‖X 6

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=1

akrk

∥

∥

∥

∥

∥

E

6 C2‖a‖X

с константами, не зависящими от последовательности a = (ak)
∞
k=1.

Вместо последнего двойного неравенства мы будем писать
∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=1

akrk

∥

∥

∥

∥

∥

E

≍ ‖a‖X .
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Лемма 2 [6]. Для того чтобы банахово пространство последовательно-
стeй X совпадало с пространством R(E) для некоторого r.i. пространства
E, необходимо и достаточно, чтобы X ∈ I(l1, l2).

Для 1 < p <∞, 1 6 q <∞ введем пространство Eϕ,q :

‖x‖Eϕ,q =





1
∫

0

(x∗(u)ϕ(u))q
du

u





1/q

,

где ϕ(u) = ln
− 1

p′
− 1

q ( eu), 1
p + 1

p′ = 1. Данное выражение совпадает с нормой

пространства Лоренца Λq(ψ), ψ(s) = ln
− q
p′ ( es) :

‖x‖ψ,q =





1
∫

0

(x∗(s))qdψ(s)





1/q

для 1 < p, q <∞, q 6 p′, (q − 1 6 1
p−1) и эквивалентно норме в остальных

случаях.

Теорема 1. Если 1 < p < 2, 1 6 q <∞, то система Радемахера в про-
странстве Eϕ,q эквивалентна каноническому базису в lp,q, то есть R(Eϕ,q) =
= lp,q с точностью до эквивалентных норм и

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=1

akrk

∥

∥

∥

∥

∥

Eϕ,q

≍ ‖(ak)‖p,q.

Доказательство. Так как lp,q = (l1, l2)η,q, где η
2 = p−1

p = 1
p′ [5, т. 5.2.1],

то по лемме 1 для такого η

‖(ak)‖p,q ≍

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=1

akrk

∥

∥

∥

∥

∥

(L∞,G)η,q

.

Далее будем использовать следующую формулу для K-функционала [7]:
для x ∈ G

K(t, x;L∞, G) = K(t, x;L∞, LN2
) ≍

≍ t sup
0<u6min(1,e1−t

2
)

(x∗(u) ln−1/2(e/u)). (1)

В силу равенства η = 2/p′

‖x‖q(L∞,G)η,q
=

∞
∫

0

(t−ηK(t, x;L∞, G))
q dt
t =

=
∞
∫

0

t−ηq−1+q sup
0<u6min(1,e1−t

2
)

(x∗(u)q ln−q/2(e/u))dt >

>
∞
∫

1

t−ηq−1+q sup
0<u6e1−t

2

(x∗(u)q ln−q/2(e/u))dt.
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Так как sup
0<u6e1−t

2

(x∗(u) ln−1/2(e/u)) > x∗(e1−t
2

)t−1, то, продолжая цепоч-

ку неравенств, имеем

‖x‖q(L∞,G)η,q
>

∞
∫

1

t−ηq−1x∗(e1−t
2

)qdt =

= −
0
∫

1

ln( eu)−
ηq
2
− 1

2x∗(u)q · 1
2 ln( eu)−

1

2
du
u = 1

2

1
∫

0

ln( eu)
− q
p′
−1
x∗(u)q duu =

= 1
2

1
∫

0

(x∗(u)ϕ(u))q duu = 1
2‖x‖Eϕ,q .

Последнее неравенство доказывает непрерывное вложение
(L∞, G)η,q ⊂ Eϕ,q. Следовательно,

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=1

akrk

∥

∥

∥

∥

∥

Eϕ,q

6 C‖(ak)‖p,q

для некоторой константы C > 0.

Докажем противоположное неравенство. Обозначим xa =
∞
∑

k=1

akrk и ha =

=
∞
∑

k=1

a∗kχ(0,2−k−1). Имеем

‖xa‖
q
Eϕ,q

> e
2( q
p′

+1)
‖σe2xa‖

q
Eϕ,q

= C1

∞
∑

k=1

∫ e−k+1

e−k

(

x∗a(e
−2s)ϕ(u)

)q du
u >

> C1

∞
∑

k=1

x∗a(e
−k−1)q

∫ e−k+1

e−k ln( eu)
− q
p′
−1 du

u .

Отметим, что

ha(e
−k−1) > ha(2

−k−1 − 0) >

k
∑

i=1

a∗i (k = 1, 2, . . .),

и верно элементарноe неравенство

1 +
β

2
x 6 (1 + x)β (0 6 x 6 1, β > 0). (2)

Последний интеграл оценим снизу с помощью неравенства (2):
∫ e−k+1

e−k ln( eu)
− q
p′
−1 du

u = −
∫ e−k+1

e−k ln( eu)
− q
p′
−1
d(ln( eu)) =

= q
p′

(

k
− q
p′ − (k + 1)

− q
p′

)

= q
p′

1
(k+1)q/p

′

(

(k+1
k )q/p

′

− 1
)

>

>
q
p′

1
(k+1)q/p

′ (1 + q
2p′ ·

1
k − 1) > ( qp′ )

2 1
2k(k+1)q/p

′ > ( qp′ )
2 1

2q/p
′

1
kq/p

′+1
.

(3)

В [4, 8] было показано, что для a ∈ l2 справедливо неравенство
ha(t) 6 x∗a(t). Используя этот факт и оценку (3), получаем

‖xa‖
q
Eϕ,q

> C2

∞
∑

k=1

k
− q
p′
−1
x∗a(e

−k−1)q > C2

∞
∑

k=1

k
− q
p′
−1
ha(e

−k−1)q >

> C2 ·
∞
∑

k=1

k
− q
p′
−1+q

(

1
k

k
∑

i=1
a∗i

)q

> C2

∞
∑

k=1

k
q
p
−1
a∗k
q = C‖(ak)‖

q
p,q. �
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Теорема 2. Для 1 < p < 2 система Радемахера в пространстве Мар-

цинкевича Mψ, ψ(u) = ln
1

p′ ( eu)u, 1
p + 1

p′ = 1 эквивалентна каноническому

базису в l0p,∞, то есть R(Mψ) = l0p,∞ и
∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=1

akrk

∥

∥

∥

∥

∥

Mψ

≍ ‖(ak)‖p,∞.

Доказательство. Так как lp,∞ = (l1, l2)η,∞, где η
2 = p−1

p = 1
p′ [5,

т. 5.2.1], то по лемме 1 для такого η

‖(ak)‖p,∞ ≍

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

k=1

akrk

∥

∥

∥

∥

∥

(L∞,G)η,∞

.

Используя формулу (1), имеем

‖x‖(L∞,G)η,∞ = sup
t
t−ηK(t, x;L∞, G) =

= sup
t
t−η+1 sup

0<u6min(1,e1−t
2
)

(x∗(u) ln−1/2(e/u)) =

= sup
06u61

[x∗(u) · ln−1/2( eu) sup
06t6ln1/2( e

u
)

t−η+1].

Заметим, что для p < 2 справедливо неравенство η < 1 и, следовательно,

‖x‖(L∞,G)η,∞ = sup
06u61

[x∗(u) · ln−1/2( eu) · ln1/2−η/2( eu)] =

= sup
06u61

[x∗(u) · ln−1/p′( eu)] = sup
06u61

[x∗(u) · u
ψ(u) ] ≍ ‖x‖M(ψ).

�

Замечание 1. Случай пространств lp, 1 < p < 2 был рассмотрен в
статье [4, 8], а случай пространств lp,∞ в статье [9].

Замечание 2. Пространства lp,q принадлежат множеству I(l1, l2), если
и только если p = q = 2 или 1 < p < 2 [5, 10].

Несложно показать, что для r.i. пространства E 6= L∞ индексы Банаха-
Сакса пространств E и R(E) удовлетворяют соотношению

1 6 γ(E) 6 γ(R(E)) 6 2.

Теорема 3. 1. Для E 6= L∞ верна следующая альтернатива: γ(E) = 1
или γ(R(E)) = 2.

2. Для любой пары (p, q) : p = 1, 1 < q 6 2 или 1 6 p 6 2, q = 2
найдется r.i. пространство E = E[0, 1] такое, что γ(E) = p, γ(R(E)) = q.

Доказательство. 1. Предположим, что γ(E) > 1. Тогда [11, т. 4.2]
нижний индекс Бойда αE > 0 и [2, т. 2.b.3] Lq ⊂ E ⊂ L1, для любого
q : 0 < 1

q < αE . Тогда для произвольного x ∈ R(E) в силу неравенства
Хинчина имеем:

A1‖x‖l2 6 ‖
∑

k

xkrk‖L1
6 ‖

∑

k

xkrk‖E =

= ‖x‖R(E) 6 C‖
∑

k

xkrk‖Lq 6 CBq‖x‖l2 ,
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где Bq, A1 — константы из неравенства Хинчина. Таким образом, R(E)
изоморфно l2 и γ(R(E)) = 2.

2. Для семейства пространств Lp, 1 6 p 6 2 имеем γ(Lp) = p, а R(Lp) =
= l2 и γ(R(Lp)) = 2. Напротив, для семейства пространств Eϕ,q, рас-
смотренных в теореме 1, γ(Eϕ,q) = 1 и γ(R(Eϕ,q)) = γ(lp,q) = min(p, q),
1 6 q < ∞, 1 < p < 2.

�
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The paper is devoted to the study of subspaces of rearrangement

invariant spaces, generated by Rademacher system, and to the calculation

of their Banach — Saks indexes.
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