
74 Вестник СамГУ — Естественнонаучная серия. 2009. № 6(72)

МЕХАНИКА
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
КОНТРАСТНЫХ ДИССИПАТИВНЫХ СТРУКТУР

В ПОЛЕ ФЛУКТУАЦИЙ ДИНАМИЧЕСКИХ
ПЕРЕМЕННЫХ

c© 2009 Л.И. Громова, С.Е. Курушина,1 А.А. Иванов2

Исследуется влияние аддитивного однородного изотропного поля
гауссовых флуктуаций динамических переменных на образование дис-
сипативных структур в модели Гирера — Майнхардта при мягком
режиме их возбуждения. Получена система уравнений, описывающих
взаимодействие незатухающих мод. Показано, что флуктуации дина-
мических переменных приводят к увеличению области неустойчивых
мод. Проведено численное моделирование эволюции рассматриваемой
системы при различных граничных условиях.

Ключевые слова: диссипативные структуры, незатухающие моды, по-
ле флуктуаций динамических переменных, численное моделирование.

1. Предварительные сведения

Исследования явлений самоорганизации в различных неравновесных си-
стемах установили, что в возбудимых средах могут возникать автоволновые
процессы. Одним из типов автоволновых процессов являются диссипатив-
ные структуры (ДС).

Общепринятой моделью для описания возбудимых сред является систе-
ма нелинейных параболических уравнений типа ”реакция-диффузия” (см.,
например [1, 2]).

∂xk

∂t
= fk(xk, t) + Dxk

∆xk, k = 1, 2, 3 . . . (1.1)

В отсутствие шумов система типа (1.1) аналитически исследовалась
в [3–5]. В ней были обнаружены ДС, которые при существенно различных
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коэффициентах диффузии реагентов приобретают пичковый характер. Чис-
ленное моделирование ДС при различных граничных условиях проведено
в [3, 6, 7].

Однако известно, что под действием случайных полей поведение систе-
мы типа ”реакция-диффузия” может качественно меняться. Теоретическое
изучение динамики систем вида (1.1) при этом чрезвычайно усложняется,
и в этой области существует ограниченное число работ, обычно касающе-
еся линейной стадии образования ДС, например [8, 9]. В работе [10] ис-
следовались уравнения типа (1.1) с нелинейной функцией fk(xk, t) (k=3 )
при условии малости отклонения переменных от стационарных значений,
определенных ограничениях на интенсивность шума и ряде других ограни-
чений, серьезно сужающих область применимости полученных результатов.

В данной работе исследуется влияние аддитивного однородного изотроп-
ного поля гауссовых флуктуаций динамических переменных на образова-
ние ДС при мягком режиме их возбуждения в отсутствие указанных выше
ограничений в модели морфогенеза Гирера — Майнхардта [4]. Скорости из-
менения концентраций автокаталитической и демпфирующей переменных
(активатора и ингибитора, соответственно) описываются системой уравне-
ний:

∂a
∂t = ρ + k a2

h − µa + Da∆a + F1(~r, t)
∂h
∂t = ca2 − νh + Dh∆h + F2(~r, t).

(1.2)

Здесь ρ — скорость образования автокаталитической переменной, µ — ее
постоянная распада, Da — коэффициент диффузии активатора; ν — по-
стоянная скорости распада демпфирующей переменной, член ca 2 задает
скорость образования ингибитора, Dh — коэффициент диффузии ингиби-
тора. Слагаемое ka2/h учитывает, что увеличение концентрации ингибито-
ра снижает скорость автокаталитического процесса. Случайные функции
Fi(~r, t) определяют пространственные и временные гауссовы флуктуации
скорости изменения концентраций активатора и ингибитора, соответствен-
но, с корреляционными функциями 〈Fi(~r, t)Fi(~r′, τ)〉 = θifi(|~r − ~r′|) δ(t − τ)
и нулевыми средними значениями. Взаимная корреляция случайных функ-
ций Fi(~r, t) отсутствует. Величины θi характеризуют интенсивность флук-
туаций, fi(|~r − ~r′|) — некоторая функция, определяющая пространственную
зависимость корреляций однородного и изотропного случайного поля [11];
δ-коррелированность во времени фактически означает, что время корреля-
ции случайного поля гораздо меньше всех характерных времен задачи.

2. Система уравнений для амплитуд неустойчивых
мод

Анализ системы (1.2), линеаризованной вблизи однородного стацио-
нарного состояния, показывает, что в данной системе существует набор
неустойчивых мод [3], которые, нарастая, переходят на нелинейную стадию
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развития. Для описания нелинейной стадии эволюции этих мод представим
систему (1.2) в виде (

∂

∂t
−K(∆)

)
~q = ~g + ~F ,

где

K(∆) =

(
µ

(
2

ρ+1 − 1
)

−µ2

(ρ+1)2

2
µ (ρ + 1) −1 + D∆

)
; ~q =

(
q1

q2

)
; q1 = a− a0, q2 = h− h0,

q1, q2 описывают малые отклонения концентраций относительно
стационарного состояния h0=(ρ + 1)2 /µ2; a0=(ρ + 1)/µ. Вектор ~g
содержит квадратичные и кубические нелинейности, полученные
разложением в ряд правой части (1.2), и определяется так: ~g=
=

(
(q2

1/h0 −
(
q2
1q2 + 2a0q1q2

)
/h2

0+
(
2a0q1q

2
2 + a2

0q
2
2

)
/h3

0 − a2
0q

3
2/h4

0), q2
1

)
. Будем,

следуя [3], искать решения системы (1.2) в виде суперпозиции ~q(~r, t) =
=

∑
~k,j

~O(j)ξ
(j)
~k

(t)ei~k~r, где ~O(j)— собственные векторы линейного оператора
K(∆) ( j =1,2 ).

Полагая, что неустойчивость возникает при ~k = ~kc, получим систему
уравнений для амплитуд неустойчивых мод ξ

(1)
~k

(t) с точностью до слагае-
мых третьего порядка малости включительно:

dξ
(1)
~kc
dt − λ1(kc)ξ

(1)
~kc

=
∑

~k′c,~k′′c
c(kc)ξ

(1)
~k′c

ξ
(1)
~k′′c

δ(~k′c + ~k′′c − ~kc)+

+
∑

~k′c,~k′′c ,~k′′′c
d(kc, k̂)ξ(1)

~k′c
ξ
(1)
~k′′c

ξ
(1)
~k′′′c

δ(~k′c + ~k′′c + ~k′′′c − ~kc)+

+
∑

~k′c,~̂k

[
χ(kc, k̂)

(∫
Ō

(1)

1,k̂
e−i~̂k~rF1(~r, t)d ~r+

∫
Ō

(1)

2,k̂
e−i~̂k~rF2(~r, t)d~r

)
+

+ε(kc, k̂)
(∫

Ō
(2)

1,k̂
e−i~̂k~rF1(~r, t)d~r +

∫
Ō

(2)

2,k̂
e−i~̂k~rF2(~r, t)d~r

)]
ξ
(1)
~k′c

δ(~k′c + ~̂k − ~kc)+

+
∫

Ō
(1)
1,kc

e−i~kc~rF1(~r, t)d~r +
∫

Ō
(1)
2,kc

e−i~kc~rF2(~r, t)d~r.
(2.1)

Значение критического волнового числа определено в [3]. В уравнениях
(2.1) введены следующие обозначения:

c(kc) =
µ2Ō

(1)
1,kc

(1 + ρ)2

[(
O

(1)
1,kc

)2
+

µ2

(1 + ρ)2
(
O

(1)
2,kc

)2
− 2µ

(1 + ρ)
O

(1)
1,kc

O
(1)
2,kc

]
+

+Ō
(1)
2,kc

(
O

(1)
1,kc

)2
;

χ(kc, k̂) = − 1
λ1(k̂)

[
2µ2Ō

(1)
1,kc

(1+ρ)2

(
O

(1)
1,kc

O
(1)

1,k̂
+ µ2

(1+ρ)2
O

(1)
2,kc

O
(1)

2,k̂
−

− 2µ
(1+ρ)O

(1)
1,kc

O
(1)

2,k̂

)
+ 2Ō

(1)
2,kc

O
(1)
1,kc

O
(1)

1,k̂

]
;

ε(kc, k̂) = − 1
λ2(k̂)

[
2µ2Ō

(1)
1,kc

(1+ρ)2

(
O

(1)
1,kc

O
(2)

1,k̂
+ µ2

(1+ρ)2
O

(1)
2,kc

O
(2)

2,k̂
−

− µ
(1+ρ)(O

(1)
1,kc

O
(2)

2,k̂
+ O

(1)
2,kc

O
(2)

1,k̂
)
)

+ 2Ō
(1)
2,kc

O
(1)
1,kc

O
(2)

1,k̂

]
;
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d(kc, k̂) = −µ4Ō
(1)
1,kc

(1+ρ)4

[(
O

(1)
1,kc

)2
O

(1)
2,kc

+ µ2

(1+ρ)2

(
O

(1)
2,kc

)3
− 2µ

(1+ρ)

(
O

(1)
2,kc

)2
O

(1)
1,kc

]
+

+ µ2

(1+ρ)2

(
χ(kc, k̂)Ō(1)

1,k̂
+ ε(kc, k̂)Ō(2)

1,k̂

)
×

×
((

O
(1)
1,kc

)2
+ µ2

(1+ρ)2

(
O

(1)
2,kc

)2
− 2µ

(1+ρ)O
(1)
1,kc

O
(1)
2,kc

)
+

+χ(kc, k̂)Ō(1)

2,k̂

(
O

(1)
1,kc

)2
+ ε(kc, k̂)Ō(2)

2,k̂

(
O

(1)
1,kc

)2
.

Здесь O
(j)
n,k и Ō

(j)
n,k (j =1,2 ) — компоненты собственных векторов линейного

оператора K(∆) задачи (1.2) и сопряженного к нему, соответственно:

~O(j) =

(
1

2(ρ+1)
µ(1+Dk2+λj)

)
; ~̄O

(j)
=


 (−1)j 1+Dk2+λj

λ2−λ1

(−1)j µ(1+Dk2+λ1)(1+Dk2+λ2)
2(ρ+1)(λ1−λ2)


 .

Здесь

λ1,2 = α(k)
2 ±

√
α2(k)

4 − β(k);
α(k) = −(D + 1)k2 + 2µ/(ρ + 1)− µ− 1;
β(k) = (k2 + µ)(Dk2 + 1)− 2µDk2/(ρ + 1).

Функции δ(~k′ +~k′′ −~k) и δ(~k′ +~k′′ +~k′′′ −~k) дают ”правила отбора”, ко-
торые важны для определения возникающих пространственных структур.
Моды ξ

(1)
~kc

(t) служат параметрами порядка. Их кооперация или конкурен-
ция определяют вид возникающих структур.

Будем полагать, что реакция протекает в двумерном слое, размеры ко-
торого l1 и l2, и примем периодические граничные условия. Волновой век-
тор определяется как

~k = 2π

(
n/l1
m/l2

)
, n, m = 0,±1,±2...

Заменим вектор ~kc его модулем kc и углом ϕ, который этот вектор об-
разует с фиксированной осью. Этот угол изменяется от 0 до π. В пер-
вой сумме уравнений (2.1) может остаться только слагаемое, для которо-
го ~k′c + ~k′′c = ~kc. Это возможно, если рассматриваемая тройка векторов
образует правильный треугольник. Аналогично во второй сумме уравне-
ний (2.1) ~k′c + ~k′′c + ~k′′′c = ~kc. Следовательно, ~k′′′c = −~k′c;~k′′c = ~kc. Модуль

и угол β волнового вектора устойчивых мод ~̂k легко выражаются через
kc, ϕ и ϕ′ (ϕ′ — угол, который вектор ~k′c образует с выбранной осью):
k̂ =

√
2kc

√
1− cos(ϕ′ − ϕ); tgβ = −ctg(ϕ′ + ϕ)/2.

В результате систему уравнений (2.1) для двумерного слоя можно пе-
реписать так:

dξ
(1)
kc,ϕ

dt − λ1(kc)ξ
(1)
kc,ϕ = c(kc)ξ

(1)
kc,ϕ+π/3ξ

(1)
kc,ϕ−π/3+

+
∑

ϕ′ d(|ϕ− ϕ′|)ξ(1)
kc,ϕ

∣∣∣ξ(1)
kc,ϕ′

∣∣∣
2
+

∑
ϕ′ ξ

(1)
kc,ϕ′z1,~̂k

(t)ω1(|ϕ− ϕ′|)+
+

∑
ϕ′ ξ

(1)
kc,ϕ′z2,~̂k

(t)ω2(|ϕ− ϕ′|) + Ō
(1)
1,kc

z
1,~kc

(t) + Ō
(1)
2,kc

z
2,~kc

(t),

(2.2)
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где ω1(|ϕ− ϕ′|)=Ō
(1)

1,k̂
χ(|ϕ− ϕ′|)+Ō

(2)

1,k̂
ε(|ϕ− ϕ′|); ω2(|ϕ− ϕ′|)=Ō

(1)

2,k̂
χ(|ϕ− ϕ′|)+

+ Ō
(2)

2,k̂
ε(|ϕ− ϕ′|); z

j,~k
(t) =

∫
e−i~k~rFj(~r, t)d~r — компоненты случайного век-

торного поля ~z(t), j и ~k — индексные аргументы этого поля. Корреля-
ционные функции для компонент поля ~z(t) имеют вид:

〈
z
j,~k

(t)z
j,~k′(τ)

〉
=

= 2θjΦj(k) δ(~k +~k′)δ(t− τ). Очевидно, ξ
(1)
kc,ϕ являются функционалами ком-

понент поля ~z(t).
Усредним уравнения системы (2.2) [12] и, принимая во внимание ее фор-

мальные решения и раскрывая коррелятор
〈
ξ
(1)
kc,ϕ′zj,~k

(t)
〉

с помощью много-
мерного обобщения формулы Фурутцу — Новикова [11], окончательно по-
лучим:

d
〈
ξ
(1)
kc,ϕ

〉

dt = λ
〈
ξ
(1)
kc,ϕ

〉
+ c(kc)

〈
ξ
(1)
kc,ϕ+π/3ξ

(1)
kc,ϕ−π/3

〉
+

+
∑

ϕ′ d(|ϕ− ϕ′|)
〈

ξ
(1)
kc,ϕ

∣∣∣ξ(1)
kc,ϕ′

∣∣∣
2
〉

+

+
∑◦

ϕ′

(
ω2

1(|ϕ− ϕ′|)θ1Φ1(k̂)+ ω2
2(|ϕ− ϕ′|)θ2Φ2(k̂)

)〈
ξ
(1)
kc,ϕ′

〉
.

(2.3)

Здесь
λ = λ1(kc) + θ1ω

2
1(0)Φ1(0) + θ2ω

2
2(0)Φ2(0), (2.4)

Φ1,2(0) > 0; ω2
1,2(0) в общем случае комплексные величины. Знак ◦ над сум-

мой означает, что в нее не входит слагаемое с ϕ′ = ϕ. Из выражения (2.4)
для собственных чисел λ неустойчивых мод видно, что их действительная
часть пропорциональна интенсивности флуктуаций.

Рис. 2.1. Зависимость действительной части λ от волнового числа:
а — при разных интенсивностях флуктуаций (kf = 1 ); б — при различных

радиусах корреляции (θ = 0,1)

Зависимость действительной части λ от волнового числа k численно ис-
следовалась при различных интенсивностях шума θ и радиусах корреляции
rf . Пусть для простоты θ1 = θ2 = θ, fi = exp(−kf |~r − ~r′|). Здесь kf — вели-
чина, обратная радиусу корреляции. Результаты численных расчетов для
двумерной среды в случае, когда становится неустойчивой только одна мо-
да kc (маргинальная) при θ = 0, и для θ1 < θ2 < θ3 < θ4 приведены на
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рис. 2.1, а. Из рисунка видно, что при увеличении интенсивности флук-
туаций концентраций активатора и ингибитора область неустойчивых мод,
для которых Re(λ) > 0, увеличивается.

На рис. 2.1, б приведена зависимость действительной части λ от волно-
вого числа k при различных радиусах корреляции и интенсивности шума
θ = 0, 1. Видно, что при увеличении радиуса корреляции область неустой-
чивых мод нелинейно увеличивается.

3. Результаты численного моделирования

Для двумерной среды было проведено численное моделирование эволю-
ции системы (1.2) с граничными условиями (ГУ) вида [2]:

(I) тип

∂a

∂x

∣∣∣∣
x=0,y

=
∂a

∂x

∣∣∣∣
x=l1,y

=
∂a

∂y

∣∣∣∣
x,y=0

=
∂a

∂y

∣∣∣∣
x,y=l2

=

=
∂h

∂x

∣∣∣∣
x=0,y

=
∂h

∂x

∣∣∣∣
x=l1,y

=
∂h

∂y

∣∣∣∣
x,y=0

=
∂h

∂y

∣∣∣∣
x,y=l2

= 0;

(II) тип
a(0, y, t) = a(l1, y, t); a(x, 0, t) = a(x, l2, t);

h(0, y, t) = h(l1, y, t); h(x, 0, t) = h(x, l2, t);

∂a

∂x

∣∣∣∣
x=0,y

=
∂a

∂x

∣∣∣∣
x=l1,y

;
∂a

∂y

∣∣∣∣
x,y=0

=
∂a

∂y

∣∣∣∣
x,y=l2

;

∂h

∂x

∣∣∣∣
x=0,y

=
∂h

∂x

∣∣∣∣
x=l1,y

;
∂h

∂y

∣∣∣∣
x,y=0

=
∂h

∂y

∣∣∣∣
x,y=l2

.

Формирование пичков при наличии шума различной интенсивности и
разных граничных условиях представлено на рис. 3.1 и 3.2. Из рис. 3.1
и 3.2, a, б видно, что при увеличении интенсивности флуктуаций процесс
формирования ДС начинается раньше вдали от точки бифуркации. Кро-
ме того, из сравнения рис. 3.1, а и 3.1, б можно заметить, что при на-
личии флуктуаций формируются ДС других периодов, т. е. флуктуации
играют роль фактора отбора, выбирая на стадии формирования ДС наи-
более устойчивые. Последний результат согласуется с выводами работы [2].

Результаты моделирования вблизи неустойчивости Тьюринга показаны
на рис. 3.2, б, в. При выбранных параметрах модели D и µ (см. рис.
3.2, б, в) критическая скорость образования автокаталитической перемен-
ной ρc= 0,814. Численно исследовались процессы изменения концентраций
реагентов при ρ = 0,8 в отсутствие и при наличии флуктуаций.

Оценим времена разрушения однородного состояния и образования ДС.
Пусть U∞ — распределение концентраций реагентов в ДС, Uk ∈ Rn×n —
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распределение концентраций активатора или ингибитора в момент време-
ни k, а Uk

i,j ∈ R, i, j = 1..., n — концентрация активатора или ингибито-
ра в точке с координатой (i,j) в момент времени k. Введем нормы Sk =
=

∥∥U∞ − Uk
∥∥
∞ , зависимость которой от времени определяет близость со-

стояния системы к ДС, и Ck =
∥∥Uk+1 − Uk

∥∥
∞, которая показывает бли-

зость соседних состояний друг к другу. Здесь для любой матрицы A мак-
симальная строковая матричная норма определена соотношением

‖A‖∞ = max
16i6n

n∑

j=1

|ai,j |.

а θ = 0, 01 б θ = 0, 1
Рис. 3.1. Формирование ДС концентрации активатора и ингибитора при наличии
флуктуаций вдали от точки бифуркации (ГУ II). Параметры модели: ρ = 0,1;
µ = 1; D = 400; kf = 1; а — θ = 0,01, б — θ = 0,1. Слой 200×200 единиц
длины. Левый вертикальный ряд — концентрация автокаталитической перемен-
ной, правый — демпфирующей. В середине указаны соответствующие моменты
времени

Результаты численного расчета этих норм представлены на рис. 3.3–3.5.
Видно, что при увеличении интенсивности и радиуса корреляции поля
флуктуаций динамических переменных вдали от точки бифуркации про-
цесс разрушения однородного состояния и формирования ДС начинается
раньше (см. рис. 3.3, а, 3.4 и 3.5, а). Вблизи точки бифуркации Тьюрин-
га флуктуации, напротив, замедляют разрушение однородного состояния и
образование ДС (см. рис. 3.3, б и 3.5, б).
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Рис. 3.2. Формирование ДС концентрации активатора при наличии флуктуаций.
Слой 50×50 единиц длины (ГУ I): а – вдали от точки бифуркации. Левый вер-
тикальный ряд: параметры модели: ρ = 0,1; µ = 1; D = 400; kf = 5, θ =
0,01. Правый вертикальный ряд: ρ = 0,1; µ = 1; D = 400; kf = 5, θ = 0,1;
б — вблизи точки бифуркации: ρ = 0,8; µ = 1; D = 400; kf = 5; θ = 0,2; в —
формирование ДС концентраций реагентов при наличии флуктуаций вблизи точ-
ки бифуркации при ρ = 0,8; µ = 1; D = 400; kf = 5; θ = 0,2. Слой 200×200
(ГУ II). Левый вертикальный ряд — концентрация автокаталитической перемен-
ной, правый — демпфирующей. В середине указаны соответствующие моменты
времени

а б
Рис. 3.3. Зависимость нормы Sk матрицы разности распределений

концентрации активатора (ингибитора) от времени
при разных интенсивностях флуктуаций:

а — вдали точки бифуркации Тьюринга; б — вблизи точки бифуркации
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Рис. 3.4. Зависимость нормы Sk матрицы разности распределений
концентрации активатора (ингибитора) от времени при разных радиусах

корреляции вдали точки бифуркации Тьюринга

а б
Рис. 3.5. Зависимость нормы Ck матрицы разности распределений

концентрации активатора (ингибитора) от времени
при разных интенсивностях флуктуаций:

а — вдали точки бифуркации Тьюринга; б — вблизи точки бифуркации

Зависимость нормы Ck матрицы разности распределений концентрации
реагентов от времени позволяет также оценить время формирования ДС
по величине временного интервала между началом формирования перво-
го пика и окончанием формирования последнего пика этой зависимости.
Например, из рис. 3.5, б видно, что при интенсивности шума 0,2 подоб-
ный интервал составляет ≈ 90 единиц модельного времени, а при θ=0,05
≈ 70 единиц. Следовательно, вблизи точки бифуркации Тьюринга при ро-
сте интенсивности шума время формирования ДС увеличивается.
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Заключение

Таким образом, в модели Гирера — Майнхардта вблизи маргинально-
го состояния флуктуации динамических переменных приводят к увеличе-
нию области неустойчивых мод (рис. 2.1). Показано, что действительная
часть собственных чисел неустойчивых мод пропорциональна интенсивно-
сти флуктуаций и некоторой степени радиуса корреляции, зависящей от
размерности пространства реакционно диффузионной системы (см. (2.4)).
Проведено численное моделирование эволюции рассматриваемой системы
при различных граничных условиях. Показано, что вдали от точки бифур-
кации Тьюринга при увеличении параметров случайной компоненты дина-
мических переменных процессы разрушения однородного состояния и фор-
мирования ДС происходят быстрее; вблизи точки бифуркации Тьюринга
флуктуации замедляют разрушение однородного состояния и образование
ДС. Проведена оценка времен изменения состояния системы путем расчета
норм матриц разности распределений концентрации реагентов.
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MATHEMATICAL MODELLING OF THE CONTRAST
DISSIPATIVE STRUCTURES IN THE FIELD OF
FLUCTUATIONS OF DYNAMICAL VARIABLES
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The influence of additive homogeneous isotropic field of Gauss fluc-
tuations of dynamical variables of Gierer-Meinhardt model on the for-
mation of dissipative structures in the soft mode of their excitation was
investigated. The system of equations for the description of undamped
modes interaction was received. It was shown that fluctuations of dy-
namic variables widen the instability region. The numerical modelling of
evolution of the considered model with different boundary conditions was
performed.
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