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УРАВНЕНИЕ ГАХОВА ДЛЯ ВНЕШНЕЙ СМЕШАННОЙ
ОБРАТНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ НА РИМАНОВОЙ

ПОВЕРХНОСТИ С ТОЧКОЙ ВЕТВЛЕНИЯ
НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ПРОИЗВОЛЬНОГО ПОРЯДКА1

c© 2009 С.Р. Насыров,2 Л.Ю. Низамиева3

В статье доказывается разрешимость аналога уравнения Ф.Д. Гахо-

ва для внешней смешанной обратной краевой задачи по параметру x
на полигональной римановой поверхности с одной точкой ветвления

произвольного порядка, расположенной над бесконечностью.
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хова, вращение векторного поля, риманова поверхность, краевая задача со
свободной границей, полианалитические функции.

Введение

В статье рассматривается внешняя смешанная обратная краевая задача
по параметру x на полигональной римановой поверхности в случае, когда
эта поверхность имеет единственную точку ветвления, расположенную над
бесконечностью.

Отметим, что впервые постановка внутренней смешанной обратной кра-
евой задачи по параметру x в областях на плоскости была дана в [2]
В.Н. Монаховым. Основным этапом в [2] являлось исследование разреши-
мости задачи для областей, в которых известная часть границы является
многоугольником.

В [4, 5] была исследована аналогичная задача на римановых поверхно-
стях без точек ветвления. В отличие от однолистного случая, где ищется
область с частично неизвестной границей, при формулировке задачи был
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предложен принципиально новый подход: искать кривую на известной ри-
мановой поверхности R, разбивающую R на две части, одна из которых
является искомой римановой поверхностью.

Представляет интерес исследование аналогичных задач для римановых
поверхностей с точками ветвления. В [6] была дана постановка задачи для
расположенных над C полигональных римановых поверхностей с простыми
точками ветвления, получено интегральное представление решения, завися-
щее от нескольких акцессорных параметров, доказана локальная единствен-
ность решения в зависимости от этих параметров.

В [1, 7] была дана постановка внешней смешанной обратной краевой за-
дачи по параметру x на полигональной римановой поверхности. При этом
в [1] рассматривался случай, когда полигональная риманова поверхность
не имеет точек ветвления, в [7] — когда поверхность имеет одну простую
точку ветвления, лежащую над ∞. Были получены интегральные представ-
ления решения.

В отличие от внутренних задач, во внешних задачах, когда искомая
риманова поверхность содержит точки над ∞, при интегрировании выра-
жения, которое представляет собой интегральное представление для про-
изводной искомой функции, возникает естественное условие однозначности
интеграла. Такого типа условия в теории обратных краевых задач приня-
то называть уравнениями Ф.Д. Гахова. В [1, 7] были построены аналоги
уравнения Гахова для соответствующих задач и доказана их разрешимость.

В настоящей работе рассматривается случай, когда над бесконечно-
стью располагается точка ветвления произвольного порядка. Получено ин-
тегральное представление решения. Выведено уравнение Гахова для этой
задачи. Методами теории векторных полей доказана разрешимость этого
уравнения.

1. Постановка задачи и построение интегрального

представления решения

Под римановой поверхностью будем понимать любое накрытие π : R→
C сферы Римана связной поверхностью R, вообще говоря, разветвленное и
небезграничное. Если отображение π (проекция) определяется из контекста
однозначно, то будем говорить для краткости, что R — риманова поверх-
ность (над C).

Предположим, что существует компактная риманова поверхность с кра-
ем R = R ∪ ∂R, и отображение π можно продолжить до непрерывного
отображения π : R → C. Пусть α1, . . . , αl — кривые, обходящие компонен-
ты края ∂R в положительном направлении, и β1, . . . , βl — их проекции на
C. В этом случае будем для краткости говорить, что R — риманова по-
верхность, ограниченная кривыми β1, . . . , βl. Будем называть отображение
π также проекцией. Если эта проекция локально однолистна в окрестности
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границы ∂R, то будем говорить, что R не имеет граничных точек ветвле-
ния. В этом случае проекция индуцирует на R \ π−1(∞) с плоскости C

метрику, на R — комплексную структуру со сферы C. Поэтому можно го-
ворить об углах поверхности R в точках края ∂R, если кривые β1, . . . , βl —
кусочно-гладкие в C. Ниже, как это принято в теории римановых поверхно-
стей, будем иногда отождествлять объекты на поверхности и их проекции
там, где это не вызывает недоразумений.

Пусть R — риманова поверхность над C, удовлетворяющая следующим
условиям.

1. Поверхность R ограничена одной кривой — ломаной с последователь-
ными вершинами в точках z1, z2, . . . , zn и zn+1 = ∞ (см. рисунок), при этом
звенья ломаной zn+1z1 и znzn+1 являются вертикальными лучами l1 и ln,
идущими вверх из точек z1 = x1 + i y1 и zn = xn + i yn соответственно.

2. R не имеет граничных точек ветвления.
3. Существует одна и только одна точка из R, проектирующаяся в ∞,

причем эта точка — точка ветвления R кратности ν − 1, ν > 2.
Обозначим через παk внутренние углы R в точках края Zk, соответству-

ющих вершинам ломаной zk, 0 < αk < 2π, k = 1, . . . , n. Используя аналог
соотношения Римана — Гурвица для разветвленных накрытий с краем [8],
получим, что выполняется соотношение

n∑

k=1

(αk − 1) = 2ν + 1.

Пусть L1
z — кривая, которая обходит часть края ∂R в положительном на-

правлении от точки Z1 до точки Zn и, следовательно, проектируется в ло-
маную z1z2 . . . zn.

Задача. Требуется разбить R на две части кривой L2
z таким образом,

чтобы выполнялись условия.
1. Кривая L2

z имеет начало в точке Z1 и оканчивается в точке Zn, при-
чем все ее точки лежат в R, за исключением концов; проекция L2

z на C

является простой кривой, которую можно представить как график некото-
рой непрерывной функции y = y(x), x1 6 x 6 xn.

2. Пусть Dz — та часть R, которая лежит «справа» от L2
z при ее обхо-

де, соответствующем возрастанию параметра x. Тогда существует аналити-
ческая в Dz функция ω(z), конформно отображающая Dz на жорданову
область Dω в C и удовлетворяющая следующим краевым условиям:

а) в плоскости ω = ϕ+ iψ дуге L2
z соответствует дуга L2

ω с уравнением
ϕ = f1(x), ψ = f2(x), где f1(x)+if2(x) = ω̃(x) := ω(x+i y(x)), x ∈ [x1, xn], —
граничные значения функции ω(z) на L2

z и x = ℜz; будем предполагать,
что функция ω̃(x) непрерывно дифференцируема и ω′(x) 6= 0, a 6 x 6 b;

б) уравнение дуги L1
ω, дополняющей L2

ω до замкнутого контура Lω,
Φ(ϕ,ψ) = 0 считается заданным. Предполагается, что функция Φ(ϕ,ψ)
дважды непрерывно дифференцируема, и гладкие дуги L1

ω и L2
ω образу-

ют в точках стыка ω1 и ω2 ненулевые углы πγ1 и πγ2.
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Рис. Ограничение поверхности R ломаной с последовательными вершинами

в точках z1, z2, . . . , zn и zn+1 = ∞

Под решением задачи будем понимать пару (L2
z, ω(z)), состоящую из

кривой L2
z и функции ω(z).

Как и в [2], конформно отобразим верхнюю полуплоскость Dζ =
= {ℑζ > 0} на Dω функцией ω = λ(ζ) так, чтобы точки ∞, 1, −1, ле-
жащие на вещественной оси, переходили соответственно в фиксированную
точку ω0 ∈ L1

ω, ω1 и ω2. Пусть tk — точки на границе Dζ , соответствующие
вершинам ломаной L1

z, k = 1, . . . , n, при отображении F = ω−1 ◦ λ. Срав-
нивая граничные значения функций ω и λ на участках, соответствующих
L2

ω, получим соотношение f1(x) + if2(x) = λ(t), из него найдем граничное
условие

x = H(t), (1.1)

которому должна удовлетворять функция z = F (ζ), конформно отобража-
ющая Dζ на Dz.

Пусть уравнение прямых, на которых лежат стороны полигона, имеет
вид

akx− bky = ck, k = 1, . . . , n− 1.
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Тогда получим граничные условия для функции F на участках, соответ-
ствующих звеньям ломаной:

akx(t) − bky(t) = ck, t ∈ (tk, tk+1), k = 1, . . . , n− 1. (1.2)

Отметим, что здесь через (tk, tk+1) обозначена часть границы Dζ в рас-
ширенной комплексной плоскости от точки tk до точки tk+1, проходимая
в положительном направлении. Пусть ζ0 — точка в Dζ , соответствующая
точке ∞ плоскости z.

Найдем функцию z = F (ζ), отображающую верхнюю полуплоскость
Dζ на Dz, которая на вещественной оси удовлетворяет краевым условиям
(1.1), (1.2). Если она известна, то известно и уравнение z = F (t), −1 6 t 6 1
контура L2

z, а функция ω(z) восстанавливается по формуле ω = λ(F−1(z)),
где ζ = F−1(z) — функция, обратная к z = F (ζ). Поэтому будем называть
функцию z = F (ζ) также решением нашей задачи.

Дифференцируя (1.1) и (1.2), запишем граничные условия для произ-
водной F ′(ζ) в виде

ak
dx(t)

dt
− bk

dy(t)

dt
= 0, t ∈ (tk, tk+1), k = 1, . . . , n− 1,

dx(t)

dt
= h(t), t ∈ (−1, 1).

где h(t) = H ′(t) 6 0 при t ∈ (−1, 1), т. к. функция H(t) монотонно убывает
на (−1, 1).

Таким образом, функция dF (ζ)/dζ является решением краевой задачи
Гильберта с разрывными коэффициентами в полуплоскости Dζ

ℜ[(a(t) + ib(t))dz(t)/dt] = c(t), t ∈ (−∞,∞), (1.3)

где

a(t) =

{
ak, t ∈ (tk, tk+1), k = 1, . . . , n− 1;
1, t ∈ (−1, 1),

b(t) =

{
bk, t ∈ (tk, tk+1), k = 1, . . . , n− 1;
0, t ∈ (−1, 1),

c(t) =

{
0, |t| > 1;
h(t), t ∈ (−1, 1).

Решение ищем в классе функций dF (ζ)/dζ, ограниченных в верши-
нах полигона с углами, большими π, имеющих интегрируемые особенности
в остальных и имеющих полюс (ν + 1)-го порядка в точке ζ0.

Перепишем задачу (1.3) в виде ℜ[(a(t) + ib(t))Φ(t)] = c(t)|t− ζ0|
2(ν+1),

где Φ(ζ) = (ζ − ζ0)
ν+1(ζ − ζ0)

ν+1dF (ζ)/dζ.

В дальнейшем будем рассматривать случай, когда α1 < 1, αn < 1. Рас-

смотрим функцию Π(ζ) = eiθ
n∏

k=1

(ζ − tk)
αk−1. Выделим однозначную ветвь
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этой функции в Dζ таким образом, чтобы она принимала положительные
значения при вещественных ζ ∈ (−1, 1). Тогда эта функция может быть
взята за каноническую функцию однородной задачи Гильберта, и решение
запишется в следующем виде:

Φ(ζ) =
dF (ζ)

dζ
(ζ − ζ0)

ν+1(ζ − ζ0)
ν+1 =

Π(ζ)

πi

1∫

−1

h(t)|t− ζ0|
2(ν+1)

Π(t)(t− ζ)
dt+ P (ζ)Π(ζ),

где P (ζ) — некоторый многочлен. Нетрудно видеть, что на бесконечности

|Π(ζ)| ∼ |ζ|d, где d =
n∑

k=1

(αk − 1) = 2ν + 1.

Чтобы искомый контур был конечен, следует положить P (ζ) ≡ 0,
так как

Π(ζ)

(ζ − ζ0)ν+1(ζ − ζ0)ν+1
∼

1

ζ
, ζ → ∞.

Итак,

z = F (ζ) = z1 +
1

πi

∫ ζ

−1

Π(ζ)dζ

(ζ − ζ0)ν+1(ζ − ζ0)ν+1

∫ 1

−1

h(t)|t− ζ0|
2(ν+1)

Π(t)(t− ζ)
dt, (1.4)

это единственное решение задачи.

2. Разрешимость уравнения Гахова

Условием однозначности функции F (ζ), определенной формулой (1.4),
будет служить равенство c−1 = 0, где c−1 — вычет функции dF (ζ)/dζ в точ-
ке ζ = ζ0. Вычислим

c−1 = lim
ζ→ζ0

1

ν!

dν

dζν

{
(ζ − ζ0)

ν+1dF (ζ)

dζ

}
.

Имеем

A :=
1

ν!

dν

dζν





1

(ζ − ζ0)ν+1

Π(ζ)

πi

1∫

−1

h(t)|t− ζ0|
2(ν+1)

Π(t)(t− ζ)
dt



 =

=
1

ν!πi

∑

m1+m2+m3=ν

Cm1m2m3

ν f
(m1)
1 (ζ)f

(m2)
2 (ζ)f

(m3)
3 (ζ), (2.1)

где

f1(ζ) = Π(ζ), f2(ζ) =
1

(ζ − ζ0)ν+1
, f3(ζ) =

1∫

−1

h(t)|t− ζ0|
2(ν+1)

Π(t)(t− ζ)
dt,

Cm1m2m3

ν =
ν!

m1!m2!m3!
.

Найдем производные

f
(m1)
1 (ζ) = Π(ζ)

∑
∑

kj=m1

Ck1...kν
m1

n∏

j=1

βj(βj − 1) · . . . · (βj − kj + 1)

(ζ − tj)kj
=
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= m1!Π(ζ)
∑

∑
kj=m1

n∏

j=1

C
kj

βj

(ζ − tj)kj
,

где

C
kj

βj
=
βj(βj − 1) · . . . · (βj − kj + 1)

kj !
,

f
(m2)
2 (ζ) =

(−1)m2(ν +m2)!

ν!(ζ − ζ0)ν+m2+1
, f

(m3)
3 (ζ) = m3!

1∫

−1

h(t)|t− ζ0|
2(ν+1)

Π(t)(t− ζ)m3+1
dt.

Тогда с учетом (2.1) получаем

A =
Π(ζ)

ν!πi

∑

m1+m2+m3=ν

Cm1m2m3

ν

∑
∑

kj=m1

m1!
n∏

j=1

C
kj

βj

(ζ − tj)kj
×

×
(−1)m2(ν +m2)!

ν!(ζ − ζ0)ν+m2+1
m3!

1∫

−1

h(t)|t− ζ0|
2(ν+1)

Π(t)(t− ζ)m3+1
dt =

=
Π(ζ)

ν!πi

∑

m1+m2+m3=ν

∑
∑

kj=m1

n∏

j=1

C
kj

βj

(ζ − tj)kj

(−1)m2Cν
ν+m2

(ζ − ζ0)ν+m2+1

1∫

−1

h(t)|t− ζ0|
2(ν+1)

Π(t)(t− ζ)m3+1
dt.

Обозначим

Mm(ζ0) =

1∫

−1

h(t)|t− ζ0|
2(ν+1)

Π(t)(t− ζ0)m+1
dt.

Тогда уравнение c−1 = 0 эквивалентно равенству

∑

m1+m2+m3=ν

∑
∑

kj=m1

n∏

j=1

C
kj

βj

(ζ0 − tj)kj

(−1)m2Cν
ν+m2

(ζ0 − ζ0)ν+m2

Mm3
(ζ0) = 0

или
ν∑

m=0

Mm(ζ0)
ν−m∑

l=0

(−1)lCν
ν+l

(ζ0 − ζ0)ν+l

∑
∑

kj=ν−l−m

n∏

j=1

C
kj

βj

(ζ0 − tj)kj
= 0. (2.2)

Назовем (2.2) уравнением Ф.Д. Гахова для нашей задачи или для крат-
кости просто уравнением Гахова.

Введем функцию

G(ζ) =

ν∑

m=0

Mm(ζ)

ν−m∑

l=0

(−1)lCν
ν+l(ζ − ζ)ν−l

∑
∑

kj=ν−l−m

n∏

j=1

C
kj

βj

(ζ − tj)kj
.

Нетрудно видеть, что разрешимость уравнения Гахова равносильна суще-
ствованию нулей функции G в верхней полуплоскости.

Заметим, что существует единственная точка ξ̃ ∈ (−1, 1) такая, что
M0(ξ̃) = 0. В остальных точках вещественной оси функция M0 отлична
от нуля.
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Для доказательства разрешимости уравнения G(ζ) = 0 рассмотрим век-
торное поле, определяемое в верхней полуплоскости функцией G, подсчи-
таем его вращение VG(∂Q) на границе области Q, которая получается из
полукруга {ℑζ > 0, |ζ| < R} достаточно большого радиуса R с центром
в начале координат выбрасыванием малых полукругов радиуса ε с центром
в точках tj и малого полукруга круга радиуса δ в точке ξ̃. Предположим,
что на границе Q это векторное поле в нуль не обращается. Покажем, что
тогда VG(∂Q) 6= 0. В силу известных результатов [3] это будет означать
разрешимость уравнения G(ζ) = 0 в области Q.

Заметим, что граница ∂Q состоит из полуокружностей и отрезков веще-
ственной оси, не содержащих точек tk и ξ̃. На этих отрезках непрерывная
функция G принимает вещественные значения и не обращается в нуль.
Следовательно, вращение VG(∂Q) равно сумме вращений векторного поля
вдоль полуокружностей. Подсчитаем эти вращения.

A) Рассмотрим вращение векторного поля на полуокружности TR =
= {|ζ| = R, ℑζ > 0}.

Обозначим

Sl(ζ) =
∑

∑
kj=ν−l

n∏

j=1

C
kj

βj

(ζ − tj)kj
.

При |ζ| = R→ ∞ имеем (равномерно по θ = arg ζ)

Mm(ζ) ∼ a(−1)m+1ζν−mζ
ν+1

,

где

a =

1∫

−1

h(t)

Π(t)
dt 6= 0.

Также равномерно по θ

Sl(ζ) ∼
Cν−l

2ν+1

ζν−l
, R −→ ∞.

Тогда

G(ζ) ∼ aζ
ν+1

ν∑

m=0

(−1)m+1ζν−m
ν−m∑

l=0

(−1)l
Cν

ν+lC
ν−l−m
2ν+1 (ζ − ζ)ν−l

ζν−l−m
=

= aζ
ν+1

ν∑

m=0

ν−m∑

l=0

(−1)m+1+lCν
ν+lC

ν−l−m
2ν+1 ζ l(ζ − ζ)ν−l =

= aζ
ν+1

ν∑

l=0

(−1)l+1ζ l(ζ − ζ)ν−lCν
ν+l

ν−l∑

m=0

(−1)mCν−l−m
2ν+1 =

= aζ
ν+1

ν∑

l=0

(−1)l+1ζ l(ζ − ζ)ν−lCν
ν+lC

ν−l
2ν =
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= (−1)ν+1a
(2ν)!

ν!
ζ

ν+1
ν∑

l=0

C l
νζ

l(ζ − ζ)ν−l = (−1)ν+1a
(2ν)!

ν!
ζ

2ν+1
.

При достаточно больших R

VG(TR) =

∫ π

θ=0
d arg

[
(−1)ν+1a

(2ν)!

ν!
R2ν+1e−i(2ν+1)θ

]
= −(2ν + 1)π.

B) Докажем, что при малых ε > 0 вращение векторного поля G на
полуокружности T j

ε = {|ζ − tj | = ε, ℑζ > 0}

VG(T j
ε ) = 0, 0 6 j 6 n. (2.3)

Пусть ζ = tj + εeiθ, 0 6 θ 6 π. Имеем

Sl(ζ) ∼
Cν−l

βj

(ζ − tj)ν−l
, ε = |ζ − tj | → 0

равномерно по θ. Тогда

G(ζ) ∼M0(tj)G1(ζ), ε→ 0,

где

G1(ζ) =
ν∑

l=0

(−1)lCν
ν+lC

ν−l
βj

(
ζ − ζ

ζ − tj

)ν−l

.

Поэтому (2.3) эквивалентно равенству

VG1
(T j

ε ) = 0. (2.4)

Рассмотрим два случая. Для простоты обозначений будем писать β вме-
сто βj .

1) Пусть 0 < β < 1. Так как
∣∣∣∣
ζ − ζ

ζ − tj

∣∣∣∣ = 2 sin θ 6 2,

то, учитывая, что (−1)ν+lCν−l
β < 0, 1 6 l 6 ν, получаем

ℜG1(ζ) > P (β), (2.5)

где многочлен ν-й степени

P (β) = Cν
2ν +

ν−1∑

l=0

(−1)ν+lCν
ν+lC

ν−l
β 2ν−l.

Докажем, что

P (β) = Cν
2ν

ν∏

j=1

(
1 −

β

2j − 1

)
. (2.6)

Так как P (0) = Cν
2ν , то достаточно доказать, что точки 2j− 1, j = 1, . . . , ν

являются нулями многочлена P . Итак, требуется доказать, что

Σjν :=
ν∑

l=0

(−1)ν+lCν
ν+lC

ν−l
2j−12

ν−l = 0, j = 1, . . . , ν. (2.7)
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Равенства (2.7) можно доказать индукцией по ν и j c использованием со-
отношения

Σjν = Σj−1,ν − 4Σj−1,ν−1. (2.8)

При ν = 2 или j = 1 равенства (2.7) проверяются непосредственно. Уста-
новим (2.8). Для этого заметим, что

Σjν =
∑

k+µ=2ν

akbµ, (2.9)

где
ak = (−1)kCν

k , k > ν, bµ = Cµ
2j−12

µ, µ > 0.

Числа ak и bµ являются тейлоровскими коэффициентами разложения в сте-
пенной ряд в нуле функций

f(ζ) = (−1)νζν(1 + ζ)−(ν+1) и g(ζ) = (1 + 2ζ)2j−1.

В силу (2.9) сумма Σjn совпадает с коэффициентом при ζ2ν в разложении
функции f(ζ)g(ζ). Таким образом,

Σjν =
(−1)ν

2πi

∫

|ζ|=δ

(1 + 2ζ)2j−1dζ

ζν+1(1 + ζ)ν+1
, (2.10)

где δ > 0 достаточно мало. Из (2.10) с учетом равенства
∫

|ζ|=δ

(1 + 2ζ)2j−1dζ

ζν+1(1 + ζ)ν+1
=

∫

|ζ|=δ

(1 + 2ζ)2j−3dζ

ζν+1(1 + ζ)ν+1
+ 4

∫

|ζ|=δ

(1 + 2ζ)2j−3dζ

ζν(1 + ζ)ν

следует (2.8). Итак, (2.6) доказано. Из (2.5) и (2.6) с учетом неравенства
β < 1 следует, что ℜG1(ζ) > 0 на T j

ε , поэтому справедливо (2.4), а следо-
вательно и (2.3).

2) Теперь рассмотрим случай, когда −1 < β < 0. Обозначим α = −β,
0 < α < 1. Имеем Ck

β = Ck
−α = (−1)kCk

α+k−1. Поэтому

G1(ζ) =
ν∑

l=0

Cν
ν+lC

ν−l
α+ν−l−1

(
ζ − ζ

ζ − tj

)ν−l

=
ν∑

k=0

Cν
2ν−kC

k
α+k−1

(
ζ − ζ

ζ − tj

)k

.

ζ − ζ

ζ − tj
=
eiθ − e−iθ

eiθ
= 1 − e−2iθ = 1 + e2iφ = 2eiφ cosφ,

φ = π/2− θ, |φ| 6 π/2. Обозначим ω = e2iφ. Когда точка ζ пробегает полу-
окружность T j

ε , точка ω пробегает единичную окружность. Имеем

G1(ζ) =
ν∑

k=0

Cν
2ν−kC

k
α+k−1 (1 + ω)k =

ν∑

k=0

Cν
2ν−kC

k
α+k−1

k∑

j=0

Cj
kω

j =

=
ν∑

j=0

ωj
n∑

k=j

Cν
2ν−kC

k
α+k−1C

j
k.

Так как
Ck

α+k−1C
j
k = Cj

α+j−1C
k−j
α+k−1,
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то

G1(ζ) =
ν∑

j=0

Cj
α+j−1ω

j
ν∑

k=j

Cν
2ν−kC

k−j
α+k−1 = P (ω),

где

P (ω) =
ν∑

j=0

Cj
α+j−1C

ν−j
2ν+αω

j .

Докажем, что многочлен P (ω) не обращается в нуль в круге {|ω| 6 1}.
Обозначим

Aj = Cj
α+j−1C

ν−j
2ν+α. (2.11)

Справедливо следующее утверждение [9, отдел III, гл. 1, п. 22].

Лемма. Пусть имеет место неравенство

A0 > A1 > A2 > A3 > . . . > Aν > 0. (2.12)

Тогда в замкнутом единичном круге {|ω| 6 1} многочлен P (ω) =
∑n

k=0Akz
k

не обращается в нуль.

Теперь докажем, что коэффициенты (2.11) многочлена P (ω) удовлетво-
ряют (2.12). Имеем

Aj

Aj+1
=
Cj

α+j−1C
ν−j
2ν+α

Cj+1
α+jC

ν−j−1
2ν+α

=
j + 1

j + α
·
ν + j + α+ 1

ν − j
> 1, 0 6 j 6 ν − 1,

так как 0 < α < 1. В силу следствия P (ω) 6= 0, |ω| 6 1. Значит, вращение
векторного поля, определяемого P (ω), на единичной окружности равно ну-
лю, откуда следует (2.4).

C) Покажем, что если при малых δ векторное поле G(ζ) не обращается
в нуль на полуокружности Tδ = {|ζ − ξ̃| = δ}, то |VG(Tδ)| = π.

Рассмотрим поведение Mm(ζ) в окрестности точки ξ̃. Пусть ζ = ξ̃ + τ .
Обозначим

Bk =

∫ 1

−1

h(t)

Π(t)
(t− ξ̃)kdt, k ∈ N.

В силу выбора ξ̃ имеем B2ν+1 = 0. Кроме того, очевидно, что B2ν > 0. Тогда

Mm(ζ) =

1∫

−1

h(t)(t− ζ)ν−m(t− ζ)ν+1

Π(t)
dt =

=

1∫

−1

h(t)

Π(t)
(t− ξ̃ − τ)ν−m(t− ξ̃ − τ)ν+1dt =

=

1∫

−1

h(t)

Π(t)
[(t− ξ̃)2ν−m+1 − (t− ξ̃)2ν−m×
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×[(ν −m)τ + (ν + 1)τ ] + . . .]dt =

= B2ν−m+1 − [(ν −m)τ + (ν + 1)τ ]B2ν−m +O(|τ |2).

Следовательно,

G(ζ) = (−1)ν−1B2νC
ν
2ν [ντ + (ν + 1)τ ] + (−1)ν−1B2νC

ν
2ν−1(τ + τ) +O(|τ |2) =

= (−1)ν−1Dν(τ + τ) +O(|τ |2), |τ | → 0,

где Dν = B2ν(νC
ν
2ν + Cν

2ν−1) > 0.
Отметим, что в силу того, что функция G(ζ) является (2ν + 2)-анали-

тической в некоторой окрестности точки ζ = ξ̃,

G(ζ) = (−1)ν−1Dν(τ + τ) +
2ν+1∑

k=0

τkΦk(τ),

где функции Φk(τ) аналитичны в окрестности нуля и Φ0(0) = Φ′
0(0) =

= Φ1(0) = 0. Следовательно, в некотором замкнутом круге |τ | 6 δ0 эти
функции ограничены вместе со своими производными, поэтому

∂

∂θ
ℜG(ξ̃ + δeiθ) = (−1)ν2Dνδ sin θ−

−ℑ
2ν+1∑

k=0

τk[τΦ′
k(τ) − kΦk(τ)] = (−1)ν2Dνδ sin θ +O(δ2),

δ → 0, равномерно по θ ∈ [0, π]. Таким образом, существует c > 0 такое,
что при малых δ

∣∣∣∣
∂

∂θ
ℜG(ξ̃ + δeiθ) − (−1)ν2Dνδ sin θ

∣∣∣∣ 6 cδ2.

Пусть G̃(ζ) = (−1)νG(ζ). Определим при малых δ

θ0 = θ0(δ) = arcsin
cδ

2Dν
.

При θ0 6 θ 6 π − θ0 имеем

∂

∂θ
ℜG̃(ξ̃ + δeiθ) > 0,

следовательно, функция ℜG̃(ξ̃ + δeiθ) является монотонно возрастающей
функцией по θ на отрезке [θ0, π − θ0].

Теперь рассмотрим значения G̃(ξ̃ + δeiθ) на отрезках [0, θ0], [π − θ0, π].
Имеем

G̃(ξ̃ + δeiθ) = −2Dνδ cos θ +O(δ2), δ → 0

равномерно по θ. Поэтому при θ ∈ [0, θ0] имеем

|G̃(ξ̃ + δeiθ) − G̃(ξ̃ + δ)| 6 2Dν(1 − cos θ)δ +O(δ2) 6

6 2Dν(1 − cos2 θ)δ +O(δ2) = O(δ2), δ → 0.

Поскольку
G̃(ξ̃ + δ) = −Dνδ +O(δ2), δ → 0,
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при достаточно малых δ значения G̃(ξ̃+ δeiθ) при θ ∈ [0, θ0] лежат в левой
полуплоскости. Аналогично показывается, что при θ ∈ [π − θ0, π] и доста-
точно малых δ значения G̃(ξ̃+δeiθ) лежат в правой полуплоскости. В силу
монотонности ℜG̃(ξ̃+ δeiθ) на [θ0, π− θ0] отсюда следует, что при малых δ
кривая G̃(ξ̃ + δeiθ), θ ∈ [0, π] пересекает мнимую ось в единственной точке
A (по предположению, A не совпадает с началом координат). Эта точка
делит кривую на две части, одна из которых BA лежит в левой полуплос-
кости, а другая AC — в правой. Поскольку точка A лежит на мнимой
оси, а точки B и C — на действительной, получаем, что в случае, когда
A лежит в верхней полуплоскости,

VG(Tδ) = V
G̃
(Tδ) = V

G̃
(BA) + V

G̃
(AC) = −

π

2
−
π

2
= −π,

а если в нижней, то

VG(Tδ) = V
G̃
(Tδ) = V

G̃
(BA) + V

G̃
(AC) =

π

2
+
π

2
= π.

Таким образом вращение векторного поля VG(∂Q) = (2ν + 1)π ± π 6= 0.
Это означает, что векторное поле G обращается в нуль по крайней мере
в одной точке области Q, следовательно, справедлива

Теорема. Уравнение Гахова (2.2) в полуплоскости Dζ имеет по крайней
мере одно решение.
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We prove the solvability of an analog of the Gakhov equation for an

external mixed inverse boundary value problem on a polygonal Riemann

surface with a unique branch-point over the infinity.
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