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ОБ ОБРАТИМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА В НЕКОТОРЫХ
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ
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В пространствах Соболева — Слободецкого Hs(R), Соболева —
Степанова W s(Rp) и Степанова — Бесова W s(V p) (0 < s < ∞) дока-
зана эквивалентность свойств обратимости для линейного дифферен-
циального оператора с ограниченными коэффициентами.

Ключевые слова: дифференциальный оператор, обратимость, коррект-
ность, коэрцитивность, функциональные пространства.

Пусть X — банахово пространство; C = C(Rn, X) — пространство непре-
рывных ограниченных функций u : Rn → X с sup-нормой; (n ∈ N) ; Mp =
= Mp(Rn, X) — пространство Степанова сильно измеримых (по Бохнеру)
функций u : Rn → X с конечной нормой

‖u‖Mp = sup
x∈Rn







∫

K(x)

‖u(x)pdx‖







1/p

(p > 1),

где K(x) — единичный куб в Rn с центром в точке x ∈ Rn, ‖ · ‖ — норма
в X; Lp = Lp(Rn, X) — лебегово пространство сильно измеримых функций
u : Rn → X с обычной нормой; L∞ = L∞(Rn, X) — пространство сильно из-
меримых функций u : Rn → X, для которых ess‖u(x)‖ < ∞(x ∈ Rn); Cm =
= Cm(Rn, X) пространство функций u : Rn → X, ограниченных и непрерыв-
ных вместе с производными Dαu до порядка m включительно, при этом

‖u‖Cm =
∑

|α|6m

sup
x∈Rn

‖Dαu(x)‖, Dα =
∂α1

∂xα1

1

. . .
∂αn

∂xαn
n

, |α| = α1 + · · · + αn,
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где α = (α1, . . . , αn) — мультииндекс, m ∈ Z+, C0 = C; C∞
0 = C∞

0 (Rn, X) —
линейное пространство дифференцируемых функций u : Rn → X с ком-
пактным носителем.

Если 0 < s < ∞, то положим [s] + {s} = s, здесь [s] целое число,
0 6 {s} < 1. Рассмотрим пространство Соболева — Слободецкого HS =
= HS(Lp), 0 < s 6= (целое число) с нормой

‖u‖S =
∑

|α|6[S]

‖Dαu‖0 + 〈u〉1[S] ,

〈u〉1[S] =
∑

|α|6[S]





∫

Rn×Rn

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖pdxdy

|x − y|n+p{s}





1/p

< ∞,

где x ∈ HS , ‖ · ‖0 — норма в Lp [1, c. 60; 2, c. 228].

Пространство Соболева — Степанова WS(Mp) состоит из функций
u ∈ Mp, имеющих обобщенные производные Dαu ∈ Mp, при этом

‖u‖W S(Mp) =
∑

|α|6[S]

‖Dαu‖MP + 〈u〉2[S] , u ∈ WS(Mp), 0 < s 6= (целое число),

〈u〉2[S] =
∑

|α|6[S]

sup
x,y∈Rn







∫

K(x)×K(y)

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖pdxdy

|x − y|n+p{s}







1/p

< ∞.

Обозначим через W s
p (F ) одно из пространств HS(Lp), WS(Mp), WS(V p),

при этом F = {Lp, Mp, V p}. Определение пространств V p, WS(V p) дано ни-

же. Положим также
{

Lp
{s}, M

p
{s}, V

p
{s}

}

= F{s} — пространства, в которых
норма определяется соответственно

‖u‖Lp

{s}
= ‖u‖0 + 〈u〉10 , 〈u〉10 =





∫

Rn×Rn

‖u(x) − u(y)‖pdxdy

|x − y|n+p{s}





1/p

< ∞,

‖u‖Mp

{S}
= ‖u‖Mp + 〈u〉20 ,

〈u〉20 = sup
x,y∈Rn







∫

K(x)×K(y)

‖u(x) − u(y)‖pdxdy

|x − y|n+p{s}







1/p

< ∞,

‖u‖V p

{S}
= ‖u‖V p + 〈u〉30 ,

〈u〉30 =
∞
∑

j=1

dj













∫

ej−1<|x|6ej
,

ej−1<|y|6ej,

‖u(x) − u(y)‖pdxdy

|x − y|n+p{s}













1/p

< ∞.
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Рассмотрим линейный дифференциальный оператор P : WS
p (F ) → F{s}

в частных производных, действующий по формуле

Pu =
∑

|α|6[s]

Aα(x)Dαu,

где Aα ∈ L∞(Rn, EndX), EndX — пространство линейных ограниченных
операторов A : X → X.

Оператор P : WS
p (F ) → F{s} назовем корректным [3], если существует

такая положительная постоянная k = kF , что имеет место неравенство

‖u‖W S
p (F ) 6 k‖Pu‖F{S}

(1)

для всех u ∈ WS
p (F ).

Пространства WS
p (F ) хорошо изучены и широко применяются при рас-

смотрении различных вопросов, связанных с теорией линейных дифферен-
циальных уравнений [1—5].

В работе устанавливается эквивалентность свойств корректности (обра-
тимости) оператора P : WS

p (F ) → F{s} при F = Lp, F = Mp, F = V p. Анало-
гичная задача для натуральных s изучалась в работе [6] (F = Lp, F = Mp).

1. Рассмотрим гладкую финитную функцию ϕ1 = ϕ1(x, ξ, T ) : Rn → [0, 1]
с носителем в шаре B(ξ, 2T ) ⊂ Rn, причем ϕ1(x, ξ, T ) = 1 при x ∈ B(ξ, T )
и |Dαϕ1| 6 b0T

−1 (b0 не зависит от параметров T > max {n, 2} и ξ ∈ Rn,
α 6= 0), т. е. ϕ1 ∈ C∞

0 . Положим ϕ = ϕ(x, ξ, η, T ) = ϕ1(x, ξ, T ) · ϕ1(x, η, T ).

Лемма 1. Для любой функции u ∈ Ls
p справедлива оценка





∫

Rn×Rn

‖ϕ(x, ξ, η, T )u(x) − ϕ(x, ξ, η, T )u(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy





1/p

6

6 a













∫

|x−ξ|64T+|ξ−η|,
|x−ξ|64T+|ξ−η|

‖u(x) − u(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













1/p

+ a

(

4 +
|ξ − η|β

T

)

T−{s} ‖u‖0 ,

(2)
где a > 0 — некоторая постоянная, не зависящая от u, T, ξ и η, β =

= max
(

1 − {s} , n
p

)

, 0 < {s} < 1.

Неравенство (2) доказывается прямой непосредственной оценкой инте-
грала в левой части. В дальнейшем предположим, что n

p > 1.

Пусть u ∈ W s
p (F ). Тогда

P (ϕu) = ϕPu + Q(u, ϕ), (3)

где Q(u, ϕ) — некоторый линейный дифференциальный оператор порядка
[s] − 1 по переменной u, коэффициенты которого финитны.
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Лемма 2. Имеют место следующие неравенства (0 < {s} < 1) :

‖Q(u, ϕ1)‖Mp 6 b1T
−1

∑

|α|6[s]

sup
|x−ξ|62T







∫

K(x)

‖Dαu(x)‖p dx







1/p

, u ∈ Mp. (4)

‖Q(u, ϕ1)‖0 6 b2T
−1

∑

|α|6[s]

sup
|x−ξ|62T







∫

K(x)

‖Dαu(x)‖p dx







1/p

, u ∈ Lp. (5)

‖Q(u, ϕ1)‖[s] 6 a1T
−1

∑

|α|6[s]













∫

|x−ξ|64T,
|y−ξ|64T

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













1/2

+

+a2T
−1

∑

|α|≺[s]







∫

|x−ξ|64T

‖Dαu(x)‖p dx







1/p

, u ∈ Lp. (6)

〈Q(u, ϕ)〉2[s] 6 a3T
−1

∑

|α|6[s]

sup
|x−ξ|64T,
|y−ξ|64T







∫

K(x)×K(y)

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy







1/2

+

+a4T
−1

∑

|α|6[s]

sup
|x−ξ|64T







∫

K(x)

‖Dαu(x)‖p dx







1/p

, u ∈ Mp. (7)

Положительные постоянные b1, b2, a1 − a4 не зависят от u, T и ξ. Нера-
венства (6) и (7) вытекают из леммы 1.

Теорема 1. Оператор P : Hs → Lp
{s} является корректным тогда

и только тогда, когда оператор P : W s (Mp) → Mp
{s} корректен.

Доказательство I. Пусть оператор W s (Mp) → Mp
{s} является кор-

ректным. Возьмем производную функцию u ∈ Hs Очевидно, что ϕ1u ∈
W s (Mp) . В силу корректности P : W s (Mp) → Mp

{s} согласно (3) имеем

‖ϕ1u‖W s(Mp) 6 k2 ‖ϕ1Pu‖Mp + k2 ‖Q(u, ϕ1)‖Mp +

+k2 〈ϕ1Pu〉20 + k2 〈Q(u, ϕ1)〉20 . (8)

Величина 〈ϕ1Pu〉20 оценивается сверху следующим образом:

〈ϕ1Pu〉20 6 c1 sup
|x−ξ|64T,
|y−ξ|64T







∫

K(x)×K(y)

‖pu(x) − pu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy







1/p

+
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+c2T
−1 sup

|x−ξ|64T







∫

K(x)

‖Pu(x)‖p dx







1/p

. (9)

Постоянные c1, c2 не зависят от u, T и ξ. На основе неравенств (4), (7)—(9)
получаем ([s] = m).

∑

|α|6m

sup
|x−ξ|6T

2







∫

K(x)

‖Dαu(x)‖p dx







1/p

+

+
∑

|α|6m

sup
|x−ξ|6T

2
,

|y−ξ|6T
2







∫

K(x)×K(y)

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy







1/p

6

6 (a4k2 + b2k2)T−1
∑

|α|6m

sup
|x−ξ|64T







∫

K(x)

‖Dαu(x)‖p dx







1/p

+

+a3k2T
−1

∑

|α|6m

sup
|x−ξ|6T

2
,

|y−ξ|6T
2







∫

K(x)×K(y)

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy







1/p

+

+
(

k2 + c2T
−1
)

sup
|x−ξ|64T







∫

K(x)

‖Pu(x)‖p dx







1/p

+

+c1 sup
|x−ξ|64T,
|y−ξ|64T







∫

K(x)×K(y)

‖Pu(x) − Pu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy







1/p

. (10)

По индукции из (10) находим

∑

|α|6m







∫

K(ξ)

‖Dαu(x)‖p dx







1/p

+

+
∑

|α|6m







∫

K(ξ)×K(ξ)

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy







1/p

6

6 8−C2

t kt
0T

−t
∑

|α|6m







∫

|x−ξ|610tT

‖Dαu(x)‖p dx







1/p

+
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+8−C2

t kt
0T

−t
∑

|α|6m













∫

|x−ξ|610tT,
|y−ξ|610tT

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













1/p

+

+d0

t−1
∑

ϑ=0

8−C2

ϑ · Kϑ
0 T−ϑ















∫

|x−ξ|610tT

‖Pu(x)‖p dx







1/p

+

+

∫∫

|x−ξ|610tT,
|y−ξ|610tT

‖Pu(x) − Pu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













1/p

,

где t ∈ N, c2
t =

(

2

t

)

, k0 = max (b2k2 + a4k2, a3k2) , d0 = max(c2k2T
−1, C1, k2).

Отсюда, используя выпуклость функции ϑ → ϑp, получим

∑

|α|6m

∫

K(ξ)

‖Dαu(x)‖p dx +
∑

|α|6m

∫

K(ξ)×K(ξ)

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy 6

6 d18
−pC2

t T−pt
(

∑

|α|6m

∫

|x−ξ|610tT

‖Dαu(x)‖p dx+

+
∑

|α|6m

∫

|x−ξ|610tT,
|y−ξ|610tT

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy

)

+

+d2













∫

|x−ξ|610tT

‖Pu(x)‖p dx +

∫

|x−ξ|610tT,
|y−ξ|610tT

‖Pαu(x) − Pαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













, (11)

где d1 = 4p−1kp
0N

p−1, d2 = 4p−1dp
0k

p
2

(

t−1
∑

ϑ=0

8−c2
ϑ · kϑ

0 T−ϑ

)

, N — число произ-

водных Dαu (|α| 6 m) .

Возьмем куб K(0, R), ребра которого имеют длину R ∈ N и соответ-
ственно параллельны осям координат Rn. Разобьем этот куб на v = Rn

единичных кубов K(ξj). Применим к каждому кубу K(ξj) неравенство (11):

∑

|α|6m

∫

K(0,R)

‖Dαu(x)‖p dx+
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+
∑

|α|6m

∫

K(0,R)×K(0,R)

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy 6 d18

−pC2

t T−pT×

×







v
∑

j=1

∑

|α|6m

∫

|x−ξj |610tT

‖Dαu(x)‖p dx+

+
v
∑

j,l=1

∑

|α|6m

∫

|x−ξj |610tT,
|y−ξj |610tT

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













+

+d2













v
∑

j=1

∫

|x−ξj |610tT

‖Pu(x)‖p dx +
v
∑

j,l=1

∫

|x−ξj |610tT,
|y−ξj |610tT

‖Pu(x) − Pu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













.

(12)
Считая T ∈ N, шар B

(

ξj , 10tT
)

в (12) заменим кубом K
(

ξj , 2 · 10tT
)

и
разобьем его на µ =

(

2 · 10tT
)n

единичных кубов K(ξij) (кубы K(ξj),
K
(

ξj , 2 · 10tT
)

расположены так же, как и куб K(0, R)). Нетрудно прове-
рить, что

v
∑

j=1

∑

|α|6m

∫

|x−ξj |610tT

‖Dαu(x)‖p dx 6 µ
∑

|α|6m

‖Dαu(x)‖p
0 , (13)

v
∑

j=1

∫

|x−ξj |610tT

‖Pu(x)‖p dx 6 µ ‖Pu(x)‖p
0 , (14)

v
∑

j=1

∑

|α|6m

∫

|x−ξj |610tT,
|x−ξj |610tT

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy 6

6 µ2
∑

|α|6m

∫

Rn×Rn

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+py dxdy, (15)

v
∑

j=1

∫

|x−ξj |610tT,
|x−ξj |610tT

‖Pu(x) − Pu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy 6 µ2

∫

Rn×Rn

‖Pu(x) − Pu(y)‖p

|x − y|n+py dxdy.

(16)
Так как R произвольно и µ не зависит от R, то из оценок (12)—(16) по-
лучаем

∑

|α|6m

‖Dαu‖p
0 +

∑

|α|6m

∫

Rn×Rn

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy 6
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6 8−pC2

t d1T
−ptµ





∑

|α|6m

‖Dαu‖p
0 + µ

∑

|α|6m

∫

Rn×Rn

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy



+

+d2µ ‖Pu‖p
0 + d2µ

2 · 〈Pu〉p1 . (17)

Выберем числа t, T достаточно большими, таким образом, чтобы выполня-
лись неравенства pt > 2n и 8−pC2

t d1T
−ptµ(1+µ) < 1

2. В этом случае из (17)
следует

∑

|α|6m

‖Dαu(x)‖p
0 +

∑

|α|6m

∫

Rn×Rn

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy 6

6 2d2 ‖Pu(x)‖p
0 + 2d2µ

2 · 〈Pu〉p1 . (18)

Очевидно, неравенство (18) показывает, что оператор P : HS → Lp
{s} кор-

ректен.

Доказательство II. Пусть оператор P : HS → Lp
{s} корректен. Возь-

мем произвольный элемент u ∈ W s (Mp) и рассмотрим функцию ϕ1u ∈ Hs.
Так как ϕ1u ∈ Hs, то в силу корректности оператора P : HS → Lp

{s} по-
лучаем неравенство

‖ϕ1u‖s 6 k1 ‖ϕ1Pu‖0 + k1 ‖Q(u, ϕ1)‖0 + k1 〈ϕ1Pu〉10 + k2 〈Q(u, ϕ1)〉10 , (19)

причем

〈ϕ1Pu〉10 < c3













∫

|x−ξ|64T+|ξ−µ|,
|y−η|64T+|ξ−µ|

‖Pu(x) − Pu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













1/p

+

+c4T
−{s}







∫

|x−ξ|64T

‖Pu(x)‖p dx







1/p

. (20)

Постоянные k1 > 0, c3 > 0 в (20) не зависят от u, T и η, а c4 не зависит
от u, но зависит от |ξ − η|β · T−1. Предположим, что |ξ − η|β < T−1. При
таких условиях неравенство (20) запишется в виде

〈ϕ1Pu〉10 < c3













∫

|x−ξ|65T,
|y−η|65T

‖Pu(x) − Pu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













1/p

+

+c4T
−{s}







∫

|x−ξ|64T

‖Pu(x)‖p dx







1/p

, (21)
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где c4 уже не зависит от |ξ − η|β · T−1.
Из оценок (6), (19) и (21) следует неравенство

∑

|α|6m







∫

|x−ξ|6 T

2

‖Dαu(x)‖
p
dx







1/p

+
∑

|α|6m













∫∫

|x−ξ|6 T

2
,

|y−η|6 T

2

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖
p

|x − y|
n+p{s}

dxdy













1/p

6

6

(

k1 + c4T
−{s}

)







∫

|x−ξ|65T

‖Pu(x)‖p dx







1/p

+

+
(

k1b2T
−1 + a2k1T

−1
)

∑

|α|6m







∫

|x−ξ|65T

‖Dαu(x)‖p dx







1/p

+

+k1c3













∫

|x−ξ|65T,
|y−η|65T

‖Pu(x) − Pu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy+

+k1a1T
−1

∑

|α|6m

∫

|x−ξ|65T,
|y−η|65T

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













1/p

. (22)

Индукцией по T устанавливаем, что

∑

|α|6m







∫

|x−ξ|6 T

2

‖Dαu(x)‖
p
dx







1/p

+
∑

|α|6m













∫∫

|x−ξ|6 T

2
,

|y−η|6 T

2

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖
p

|x − y|
n+p{s}

dxdy













1/p

6

6 12−C2

1 kt
3T

−1











∑

|α|6m









∫

|x−ξ|6122t

T

‖Dαu(x)‖p dx









1/p

+

+

















∫

|x−ξ|6122
t

T ,

|y−η|6122
t

T

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy

















1/p


















+



14 Т.Б. Кузнецова, В.М. Тюрин

+b3

t−1
∑

ϑ=0

12−c2
ϑ · kϑ

3 T−ϑ



















∫

|x−ξ|6122t

T

‖Pu(x)‖p dx









1/p

+

+













∫

|x−ξ|610t
T ,

|y−ξ|610t
T

‖Pu(x) − Pu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













1/p














, (23)

k3 = max(b2k1 + a2, k1a1), b3 = max
(

c4T
−{s} + k1, c3k1

)

.
Рассмотрим куб K

(

ξj , 2 · 12tT
)

⊃ B
(

ξ, 12t · T
)

и разобьем его на µ =
=
(

2 · 10tT
)n

кубов k(ξj) (j = 1, . . . , µ). Очевидно,

∫

|x−ξ|612t·T

‖Dαu(x)‖p dx 6 µ ‖Dαu‖p
Mp (|α| 6 m), (24)

∫∫

|x−ξ|612t·T,
|y−η|612t·T

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy 6 µ2 〈u〉p2 , (25)

∫

|x−ξ|612t·T

‖Pu(x)‖p dx 6 µ ‖Pu‖p
Mp , (26)

∫∫

|x−ξ|612t·T,
|y−η|612t·T

‖Pu(x) − Pu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy 6 µ2 〈Pu〉p2 . (27)

Неравенства (23)—(27) приводят к оценке

∑

|α|6m









∫

|x−ξ|6T
2

‖Dαu(x)‖p dx









1/p

+

+
∑

|α|6m















∫∫

|x−ξ|6T
2

,

|y−η|6T
2

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy















1/p

6 (28)

6 12−C2

1 kt
3T

−1µ
2

p ‖u‖W m(Mp) + b3

t−1
∑

ϑ=0

12−c2
ϑ · kϑ

3 T−ϑµ
2

p · ‖Pu‖ {s} .
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Выберем точку ξ1 ∈ Rn таким образом, что

‖Dαu‖Mp 6 4







∫

K(ξ1)

‖Dαu(x)‖p dx







1/p

.

Затем возьмем такую точку (ξ2, η2), что

〈u〉12 = sup
x,y∈Rn







∫

K(x)×K(y)t
T

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy







1/p

6

6 4







∫

K(ξ2)×K(ξ2)t
T

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy







1/p

6

6 4















∫

|x−ξ2|6
T
2

,

|y−η2|6
T
2

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy















1/p

.

Тогда из (28) получаем

‖Dαu‖Mp + 〈u〉12 6 4









∫

|x−ξ1|6
T
2

‖Dαu(x)‖p dx









1/p

+

+4















∫

|x−ξ1|6
T
2

,

|y−η1|6
T
2

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy















1/p

+

+4









∫

|x−ξ2|6
T
2

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p dx









1/p

+

+4















∫

|x−ξ2|6
T
2

,

|y−η2|6
T
2

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy















1/p

6
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6 8 · 12−c2t kt
3µ

2

p ‖u‖W m(Mp) + 8b3

t−1
∑

ϑ=0

12−c2
ϑ · kϑ

3 T−ϑµ
2

p · ‖Pu‖{s} .

Отсюда
∑

|α|6m

‖Dαu‖Mp + 〈u〉2[s] 6

6 8N12−c2t · kt
3T

−tµ
2

p ‖u‖W m(Mp) + 8Nb3

t−1
∑

ϑ=0

12−c2
ϑ · kϑ

3 T−ϑµ
2

p · ‖Pu‖{s} . (29)

Число t возьмем достаточно большим, чтобы выполнялось неравенство

8N12−c2t · kt
3T

−tµ
2

p <
1

2
.

Согласно (29) получим

‖u‖W m(Mp) 6 16b3

t−1
∑

ϑ=0

12−c2
ϑ · kϑ

3 T−ϑµ
2

p · ‖Pu‖{s} ,

т. е. оператор P : W s(Mp) → Mp
{s} корректен и теорема доказана.

2. Пусть 0 < d1 < d2 < . . . dn < . . . — последовательность чисел такая,
что для некоторой постоянной M > 0 dj/M 6 dj+1 6 Mdj , j = 1, 2, . . .
Рассмотрим расходящуюся последовательность 0 < e1 < e2 < . . . < en . . . чи-
сел. Положим X1 = {x : ‖x‖ 6 e1} , Xj = {x : ej−1 ‖x‖ 6 ej} , j = 2, 3, . . . .
Определим пространство V p, состоящее из всех функций u ∈ Llok(R

n) та-
ких, что

‖u‖V p =
∞
∑

j=1

dj







∫

Xj

‖u(x)‖p dx







1/p

< ∞.

Пространство V p является банаховым пространством [6, с.264].
Введем пространство W s(V p) типа Степанова — Бесова, которое состоит
из таких функций u ∈ Llok(R

n), что

‖u‖W s (V p) =
∑

|α|6[s]

∞
∑

j=1

dj







∫

Xj

‖Dαu(x)‖p dx







1/p

+ 〈u〉3{s} < ∞,

где

〈u〉3{s} =
∑

|α|6[s]

∞
∑

j=1

dj













∫

ej−1<|x‖6ej ,
ej−1<|y‖6ej

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













1/p

.
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Пространство W s(V p) также является банаховым пространством. Далее
норма

‖u‖V p

{s}
= ‖u‖V p + 〈u〉30

определяет банахово пространство V p
{s}. По аналогии с теоремой 1 доказы-

вается следующая

Теорема 2. Корректность оператора P : Hs → Lp
{s} эквивалентна кор-

ректности оператора P : W s(V p) → V p
{s}.

В доказательстве теоремы 2 существенную роль играет оценка

〈ϕ1u〉30 6 b3 〈u〉30 + b4T
−{s} ‖u‖W s(V p) ,

где b3, b4 — некоторые постоянные, не зависящие от u(x) и Dαu(x).

Теорема 3. При сделанных предположениях относительно коэффициен-
тов Aα, p и n корректность операторов P : Hs → Lp

{s}, P : W s(Mp) → Mp
{s}

и P : W s(V p) → V p
{s} эквивалентна.

Теорема 4. Пусть выполнены предположения теоремы 3. Тогда обра-
тимость одного из операторов P : Hs → Lp

{s}, P : W s(Mp) → Mp
{s} и

P : W s(V p) → V p
{s} влечет обратимость двух остальных операторов.

Доказательство. Пусть оператор P : Hs → Lp
{s} обратим и f ∈ V p

{s}. То-

гда уравнение Pu = f имеет единственное решение u ∈ Hs, ибо V p
{s} ⊂ Lp

{s}.

Покажем, что u ∈ W s(V p). Обратимый оператор P : Hs → Lp
{s} коррек-

тен, так как Hs и Lp
{s} — банаховы пространства. По теореме 2 оператор

P : W s(V p) → V p
{s} корректен. Тогда имеет место неравенство

∑

|α|6[s]

j
∑

v=1

dv





∫

Rv

‖Dαu(x)‖p dx





1/p

+

+
∑

|α|6[s]

j
∑

v=1

dv













∫

ev−1<|x|6ev ,
ev−1<|y|6ev

‖Dαu(x) − Dαu(y)‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy













1/p

6

6 N1 ‖Pu‖V p

{s}
+ N j

2 ‖Pu‖Hs ,

где постоянные N1, N2(j) ограничены относительно j. Отсюда следует, что
u ∈ W s(V p), т. е. оператор P : W s(V p) → V p

{s} обратим.

Если оператор P : W s(V p) → V p
{s} обратим, то возьмем произвольный

элемент f и положим fj = ϕ(x, 0dj)f. Очевидно, fj ∈ V p
{s}, и уравнение

Pu = fj имеет единственное решение uj ∈ W s(V p). По теореме Банаха опе-
ратор P : W s(V p) → V p

{s} непрерывно обратим и, следовательно, корректен.
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Тогда согласно теореме 2 оператор P : Hs → Lp
{s} корректен, и справедливо

по формуле (22) неравенство ([s] = m)

∑

|α|6[s]









∫

|x|6
dj

2

‖Dαuj(x) − Dαui(x)‖p dx









1/p

+

+
∑

|α|6[s]



















∫

|x|6
dj

2
,

|y|6
dj

2

‖Dα (uj(x) − ui(x)) − Dα (uj(y) − ui(y))‖p

|x − y|n+p{s}
dxdy



















1/p

6

6 a5







∫

|x|66dj

‖fj − fi‖
p dx







1/p

+

+

∫

|x|66dj ,
|y|66dj

(

‖fj(x) − fi(x) − fj(y) − fi(y)‖p

|x − y|n+py dxdy

)

+
a6

aj
‖fi − fj‖Lp

{s}
.

При этом постоянные a6, a5 не зависят от j, u(x) (i > j.) Так как uj огра-
ничена в Hs(Lp), то отсюда следует, что последовательность uj локаль-
но фундаментальна в Hs(Lp). Так как оператор P : Hs → Lp

{s} локально

непрерывен, то Pu = f. Поскольку f — произвольный элемент из Lp
{s},

то P : Hs → Lp
{s} обратим (непрерывен). Согласно теореме 2 операторы

P : Hs → Lp
{s} и P : W s(V p) → V p

{s} обратимы одновременно. Теорема
доказана.
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In the spaces of Sobolev — Slobodetzky Hs(R), Sobolev — Stepanov
W s(Rp) and Stepanov — Besov W s(V p) (0 < s < ∞), the equivalence of
invertibility properties for the linear differentiation operator with limited
coefficients is proved.
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